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Resumen

Un teorema de Heintze del 74 ([Hei74]) muestra que toda variedad Riemanniana ho-
mogénea, conexa y de curvatura negativa es isométrica a un grupo de Lie soluble G
dotado de una métrica invariante por traslaciones a izquierda. El grupo G resulta ser
un producto semidirecto N x4 R, donde IV es un grupo de Lie nilpotente y ¢ queda de-
terminado por una derivacién « en el dlgebra de Lie de N, cuyos valores propios tienen
parte real positiva. Estos son los llamados grupos de Heintze y los notamos N x, R.

Como la eleccion de la métrica invariante a izquierda no cambia la clase de cuasi-
isometria de un grupo de Lie, la geometria a gran escala de estos sélo depende de su
estructura como grupos de Lie. De aqui el afdn por encontrar invariantes de cuasi-
isometria algebraicos.

La conjetura mas importante en este sentido es la siguiente: Dos grupos de Heintze
puramente reales son cuasi-isométricos si y solo si son isomorfos. Se dice que el grupo
N x, R es puramente real si « tiene todos sus valores propios reales. Esta conjetura ha
sido probada sélo en algunos casos particulares. Existen, sin embargo, algunos resulta-
dos un poco mas débiles que pueden obtenerse en general, entre ellos la invarianza de
ciertas estructuras algebraicas. Se prueba, luego de pasar por la demostracion del teo-
rema de Heintze y algunos preliminares, que el polinomio caracteristico de la derivacién
a (a menos de multiplicarla por un real positivo) es invariante por cuasi-isometrias.
Ademas veremos que si el grupo nilpotente IV es un grupo de Heisenberg, entonces la
forma de Jordan de la derivacién (nuevamente a menos de homotecias) es invariante
por cuasi-isometrias.
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Capitulo 1

Introducion

El area en la que se enmarca este trabajo puede denominarse Geometria a gran
escala. Antes de introducir los aspectos técnicos relativos a esta rama, y mas especifi-
camente a este trabajo, tratemos de hacernos una idea intuitiva sobre qué trata.

Imaginemos dos objetos: una hoja de papel y un pedazo de tela rectangular. Si los
miramos a través de una lupa podremos distinguir en la tela las fibras que forman el
tejido y los huecos que quedan entre ellas, mientras que en la hoja no alcanzaremos
a visualizar ningun orificio. Sin embargo, si miramos ambos objetos a una distancia
considerable, estas diferencias pasaran desapercibidas. Podriamos entonces sentenciar
que ambos tienen la misma forma.

Aqui contemplamos dos perspectivas diferentes al observar los mismos objetos. La
primera es local y podriamos adjudicarla a la geometria clasica o a la topologia, es decir,
la hoja de papel y el pedazo de tela no son isométricos, ni siquiera son homeomorfos;
la segunda es la perspectiva de la geometria a gran escala, la cual no ve méas que las
propiedades macroscépicas. Para esta no hay distinciéon entre ambos objetos.

Para empezar vamos a establecer qué es lo que vamos a distinguir, es decir, cuando
dos cosas seran equivalentes a nuestros ojos. Los objetos que vamos a estudiar seran
cierta clase de espacios métricos. Pero las isometrias son muy rigidas para nuestros
propositos, como lo muestra nuestro ejemplo. El concepto de equivalencia que utiliza-
remos sera el de cuasi-isometria.

Definicién 1.0.1. Sean (X, dx) y (Y, dy) dos espacios métricos. Decimos que un mapa
f: X =Y esun encaje (A, €)-cuasi-isométrico, con € > 0y A > 1, si para todo par de
puntos 1,y € X se cumple

)\_ldx(l'l, 132) — € S dy(f(xl), f(l’g)) S )\dx(l'l,ZEQ) + €.

Si ademas existe una constante C' > 0 tal que para todo y € Y existe x € X con
do(f(z),y) < C, decimos que f es una (A, €)-cuasi-isometria. En este caso diremos que
X e Y son cuasi-isométricos.



La mayor parte de las veces nos olvidaremos de las constantes y diremos simple-
mente encaje cuasi-isométrico y cuasi-isometria.

Es facil probar que si f: X — Y es una cuasi-isometria entonces existe otra cuasi-
isometria g : Y — X tal que go f y f o g estan a distancia acotada de la identidad. Es
decir, toda cuasi-isometria tiene una cuasi-inversa.

[lustremos esta definicién con algunos ejemplos.

Ejemplos 1.0.2. 1. Si(X,dx) e (Y,dy) son espacios métricos acotados o de didme-
tro finito, entonces toda funcién es una (1, diam(Y))-cuasi-isometria. Ademés
ningin espacio métrico acotado es cuasi-isométrico a otro no acotado. Es decir
que tener diametro finito es un invariante de cuasi-isometria.

Los espacios acotados no son interesantes desde el punto de vista de la geometria
a gran escala ya que son equivalentes a un punto.

2. La inclusién ¢ : Z" — R" es una (1,0)-cuasi-isometria. En este caso podemos
tomar C' = 1/2. Una cuasi-inversa de ¢ es la funcién ¢ : R* — Z", ((z1,...,2,) =
(lz1],-.., |®n]). Este dltimo es un ejemplo de cuasi-isometria que no es continua.

3. Sea GG un grupo finitamente generado y S un generador finito y simétrico (S°1 =
S). La métrica de las palabras con respecto a S es definida de la siguiente forma:
si g # e entonces

ds(g,e) = min{n € N: g = sy...s,,, consy, ..., s, € S},

y dg(e,e) = 0. Luego dg(g,h) = d(h~'g,e). Notar que esta es una métrica inva-
riante por traslaciones del grupo. Dados dos generadores finitos S y S’ se tiene
que (G,dgs) y (G,ds/) son cuasi-isométricos.

4. Teorema de Svarc — Milnor ([BH99, Parte I,Proposicién 8.19]): Sea (X,d) un es-
pacio métrico geodésico y propio. Consideremos la accién por isometrias de un
grupo G sobre X que cumple:

a) Es propiamente discontinua.

b) Es cocompacta (o sea que X/G es compacto).

Luego G es finitamente generado y si S es un generador finito, entonces el mapa
fz 1 (G,ds) — (X, d) definido por f.(g) = g.x es una cuasi-isometria para todo
reX.

Un problema general consiste en decidir cuando dos espacios métricos son o no
cuasi-isométricos. Como en otras areas de la matematica, el estudio de las propiedades
invariantes (en este caso invariantes por cuasi-isometrias) es una herramienta esencial
para este objetivo. En este trabajo nos vamos a restringir a una clase especial de espa-
cios métricos: los grupos de Heintze. Para definirlos primero enunciemos la definicién
de grupo nilpotente.



Definicién 1.0.3. La serie menor descendente de un grupo N es
Ng :N<1N1<1NQ<]N3<1...

donde N;; = [N, N;]. Decimos que N es nilpotente si existe j tal que N; = 0.

Ahora tomamos N un grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo, y un
morfismo de grupos 7 : R — Aut(N). Existe una derivacién « en n tal que d.7(t) = e'®.
Por otro lado o determina un tinico morfismo 7, : R — Aut(N). Luego podemos escribir
el producto semidirecto de N con R determinado por 7 = 7, como G, = N x, R (ver
Seccién 2.4). Si « tiene valores propios con parte real positiva decimos que G, es un
grupo de Heintze.

Los grupos de Heintze son grupos de Lie y por lo tanto pueden ser equipados con
métricas Riemannianas invariantes por traslaciones. Una observaciéon importante es que
dos métricas Riemannianas invariantes a izquierda son siempre cuasi-isometricamente
equivalentes, es decir que si g y ¢’ son dichas métricas entonces id : (G4, 9) = (Ga, ')
es una cuasi-isometria (més ain, es bi-Lipschitz). Esto nos permite desembarazarnos
de la métrica y decir simplemente que dos grupos de Heintze son cuasi-isométricos si
lo son al equiparlos con métricas Riemannianas invariantes a izquierda.

Ademas se puede probar que un grupo de Heintze es cuasi-isométrico a uno de-
terminado por una derivacion con todos los valores propios reales. Diremos en este
caso que el grupo es puramente real (referimos a [Corl2] para la prueba de la ulti-
ma observacién). Esto nos permite reducir el problema de la clasificacién a menos de
cuasi-isometrias a los grupos de Heintze puramente reales.

La importancia de los grupos de Heintze queda evidenciada en el siguiente teorema
probado en [Hei74], que serd demostrado en el Capitulo 3.

Teorema 1.0.4. Toda variedad Riemanniana homogénea, conexa y con curvatura ne-
gativa es isométrica a un grupo de Heintze con una métrica invariante a izquierda.
Por otro lado todo grupo de Heintze admite una métrica Riemanniana con curvatura
negativa.

Recordemos que una variedad Riemanniana es homogénea si su grupo de isometrias
actia de forma transitiva. Un claro ejemplo de estas variedades es el de un grupo de Lie
equipado con una métrica invariante a izquierda, ya que de esta forma las traslaciones
a izquierda quedan incluidas en su grupo de isometrias.

Una clase interesante de espacios métricos que contiene a las variedades de curvatura
negativa (y por lo tanto a los grupos de Heintze) es la de los espacios Gromouv-hiperbdli-
cos, o espacios hiperbdlicos en el sentido de Gromov. Veamos la siguiente definicion.

Definicién 1.0.5. Sea (X, d) un espacio métrico geodésico. Un tridngulo geodésico en
X es un conjunto A = [z,y]U[y, 2] U]z, z] donde z,y y z son puntos de X y [z, y], [y, z]
y [z, 2] son segmentos geodésicos que unen dichos puntos a los cuales llamamos lados
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de A. Decimos que A es 6-flaco para (§ > 0) si un d-entorno de cualquier par de lados
contiene al tercero. El espacio métrico X es 0-hiperbdico en el sentido de Gromov (o
simplemente J-hiperbdlico) si todo tridngulo geodésico es d-flaco. Diremos que X es
simplemente hiperbdlico si es d-hiperbdlico para algin § > 0.

La principal motivacién para esta definicién es la de captar las propiedades esencia-
les de la geometria a gran escala de las variedades de curvatura negativa en contextos
mas generales. En particular, la hiperbolicidad es una propiedad invariante por cuasi-
isometrias entre espacios métricos geodésicos. Esto nos dice en nuestro caso que los
grupos de Heintze son hiperbdlicos independientemente de la eleccién de la métrica
Riemanniana, siempre que esta sea invariante a izquierda.

En general, para un espacio hiperbdlico (X, d), se define el borde al infinito como
0X = {r:[0,400) : 7 es un rayo geodésico}/ ~

donde 71 ~ 7y si y sélo si existe una constante K > 0 tal que d(ry(t),r2(t)) < k para
todo t. En este caso decimos que r; y ro son asintoticos.

Una cuasi-isometria entre espacios hiperbédlicos puede extenderse al borde. Lo in-
teresante de esto es que dichos mapas inducidos en los bordes por las cuasi-isometras
tienen cierta regularidad cuando consideramos en ellos determinadas estructuras na-
turales. Esto sera clave para entender la geometria a gran escala de los grupos de
Heintze.

Volvamos a nuestra pregunta: ;Cuando dos grupos de Heintze son cuasi-isométri-
cos? Sobre este asunto existe la siguiente conjetura:

Dos grupos de Heintze puramente reales son cuasi-isométricos si y solo si son iso-
morfos.

El reciproco es facilmente verificable, pero el directo contintia abierto. Pansu ([Pan89b)

probé que la conjetura es cierta cuando ambos grupos son de tipo Carnot, y en [Pial6]
se prueba que un grupo de tipo Carnot no puede ser cuasi-isométrico a otro que no lo
sea. En la clase de los grupos abelianos, estd probado por Xie ([Xiel4]) que la forma
de Jordan de la derivacién (a menos de multiplicar por un escalar) es un invariante
de cuasi-isometria, lo que alcanza en este caso para probar que los grupos son isomor-
fos. También sucede esto cuando consideramos grupos de Heinsenberg y derivaciones
diagonalizables ([Xiel5]).

Esto abre la puerta para la siguiente pregunta: si dos gupos de Heintze G, = Ny x,R
y Gg = Ny x5 R son cuasi-isométricos, jentonces existe s > 0 tal que av y s/ tienen
la misma forma de Jordan? Es en esta direccion en la que intentaremos avanzar. En el
Capitulo 5 seran probados dos resultados, el primero de los cuales puede resumirse en
el siguiente teorema.



Teorema 1.0.6 (Primer Resultado). Sean N; X, R y Ny x5 R dos grupos de Hein-
tze puramente reales cuasi-isométricos. Existe s > 0 tal que o y sB tienen el mismo
polinomio caracteristico.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que la respuesta a nuestra pre-
gunta es afirmativa cuando cuando las derivaciones a y 8 son diagonalizables. Nuestro
segundo resultado refiere a un caso particular al que ya hemos hecho referencia.

El grupo de Heisenberg de dimensiéon 2n + 1, al que llamamos K,,, consiste en las
matrices de la forma

1 a c
0 I, b (1.1)
0 0 1

donde a,b € R" y ¢ € R. La estructura de estos grupos hace que las derivaciones
en sus algebras de Lie tengan cierta rigidez, lo que permitira obtener los siguiente:

Teorema 1.0.7 (Segundo Resultado). Si dos grupos puramente reales de la forma
K, xR y K, x3R son cuasi isométricos, entonces existe s > 0 tal que o y sf3 tienen
la misma forma de Jordan.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo tiene como propédsito el de sentar las bases para los capitulos siguien-
tes. Para no demorar demasiado la lectura de los temas centrales pasaremos por alto
algunas pruebas. El lector que lo desee puede buscar los detalles en las referencias
indicadas en cada seccion.

2.1. Espacios cuasi-métricos

Definicién 2.1.1. Una cuasi-métrica en un conjunto X es una funciéon p: X x X — R
que cumple las siguientes propiedades:

(1) p(x,y) > 0 para todo par de puntos z,y € X y p(z,y) = 0 siy sélo si z = y.

(2) p(z,y) = ply, ) para z,y € X.
(3) Desigualdad cuasi-triangular: existe M > 1 tal que dados z,y, z € X, se cumple
ple, z) < M(p(x,y) + p(y, 2))-

Llamamos a M constante de la cuasi-métrica y decimos que (X, p) es un espacio cuasi-
métrico de constante M.

Es facil verificar que la condicién (3) es equivalente a la siguiente:
(3’) Existe K > 1 tal que dados x,y, z € X se cumple p(z, z) < K max{p(z,y), p(y, 2)}.

Esto nos sera util mas adelante.

Una propiedad importante de las métricas que se pierde al debilitar la desigualdad
triangular es la de inducir una topologia. En general la familia de bolas de una cuasi-
métrica no siempre es base para una topologia. Veamos el siguiente ejemplo.



Ejemplo 2.1.2. Pongamos en C una cuasi-métrica p definida por

Hr—y| siz,yeR
f— 2 ) Y
Pz, y) { |z —y| sino.

Es facil ver que (C, p) es un espacio cuasi-métrico de constante 2. Las bolas cen-
tradas en el eje real para esta cuasi-métrica son como se muestra en la figura. Por
ejemplo la bola de centro cero y radio 1 es el conjunto B(0,1) = D U (—2,2), donde
D={xeC:|z <1}

B(0, 1) BE.1)

0 3

Observar que no hay ninguna bola contenida en B(0,1) N B(3,1) = (1,2), es decir
que la familia de bolas no es base para ninguna topologia.

Como no siempre existe la topologia asociada a una cuasi-métrica, no contamos
automaticamente con una nocién de continuidad en el sentido clasico. Necesitamos
entonces una definicién més amplia.

Definicién 2.1.3. Una funcién entre espacios cuasi-métricos f : (X, p1) — (Y, p2) es
continua en x si para toda sucesién x,, convergente a x se tiene que f(x,) — f(z). La
funcién f es continua si lo es en todo punto y es un homeomorfismo si es continua,
invertible y con inversa continua.

Al igual que para los espacios métricos, podemos definir en nuestro caso, las medidas
y la dimensién de Hausdorff. Vayamos a las definiciones.

Definicién 2.1.4. Sea (X, p) un espacio cuasi-métrico. Para ¢ > 0 definamos %, =
¢.(X, p) el conjunto de cubrimientos numerables de X cuyos elementos tienen didmetro
menor a €. Para () > 0 definimos

HP(X, p) = inf {Z diam(A,)? : {4, nen € ﬁ} )

neN



La medida de Hausdorff Q-dimensional de X se define como %9 (X, p) = lim,_,q 729 (X, p).
La dimensién de Hausdorff de X la definimos como

Hdim(X, p) = inf{Q : (X, p) = 0}.

Las siguientes propiedades son facilmente verificables.

Proposicién 2.1.5. Sean (X, p1) e (Y, p2) dos espacios cuasi-métricos.

1. Si f : X — Y es de Lipschitz, entonces Hdim(f(X), p2) < Hdim(X, p;). Por
lo tanto si f es un homeomorfismo bi-Lipschitz se tiene que Hdim(X, p;) =
Hdim(Y p2).

2. Sia> 0 entonces Hdim(X, p1) = aHdim(X, p{)
3. Sif : X =Y es a-Holder, entonces Hdim(f(X), p2) < o *Hdim(X, py).

El trabajo con cuasi-métricas puede presentar algunas dificultades extra, sin em-
bargo, muchas veces puede evitarse gracias a la siguiente proposicion:

Proposiciéon 2.1.6. Si p es una cuasi-métrica, entonces existe € > 0 tal que p° es
bi-Lipschitz equivalente a una métrica.

Demostracion. Es claro que las primeras dos propiedades de la definicién de cuasi-
métrica se siguen cumpliendo para p¢ para todo €. Ademas es facil observar que podemos
tomar € para que p¢ cumple (3') para K < /2. Definimos

n
d(z,y) = inf {Zp€(aiaai+1) T =a0,01,. .. ,0p41 =Y € X} .
=0
Claramente d es no negativa, simétrica, satisface la desigualdad triangular y d < p.
Vamos a probar por inducciéon que para ag, .. .,a,+1 € X se cumple

1

5/)6(@07 ant1) < p(ag, a1) + ... + p(an; Gnya).

De esto se deduce la tesis. Para n = 0 resulta obvio. Supongamos entonces que es cierto
para m < n. Sea S = p*(ag,a1) + ...+ p(an, ant1), existe k tal que p(ag,a1) + ...+
P (i1, a) Y P(@m, @ms1) + - - + p(an, anyr) son menores a 35. Luego por hipStesis
de induccion p(ag, am), p(Am+1, ani1) < Sy usando la propiedad (3") dos veces nos
queda

pe(a(]? a’TH—l) S 2 méX{pe<a07 am)7 pe(am; am+1)7 pe(am—i-la an—i—l)} S 25
[l

Observar que si f : (X, p1) = (Y, p2) es una funcién continua entre espacios cuasi-
métricos y €1, €2 > 0 son tales que pi' y p5? son métricas, entonces f : (X, pi') — (Y, p5?)
es continua en el sentido clasico. Lo mismo sucede, claro esta, con los homeomorfismos.
Esto justifica de alguna forma la Definicién 2.1.3.



2.2. Hiperbolicidad en el sentido de Gromov

Como dijimos en la Introduccién, los espacios Gromov-hiperbdlicos o hiperbdlicos
en el sentido de Gromov, forman una clase de espacios métricos muy interesantes desde
el punto de vista de la geometria a gran escala. En esta seccién desarrollaremos, sin
demasiados detalles, la teoria basica de estos espacios. Para una lectura mas completa
se recomienda consultar [GdIH90].

2.2.1. Generalidades

Definicién 2.2.1. Consideremos (X, d) un espacio métrico.

» Un segmento geodésico en X es un encaje isométrico de un intervalo [a, b] en X.
» Un rayo geodésico es un encaje isométrico de [0, +o00) en X.

» Una geodésica es un encaje isométrico de R en X.

Diremos que (X,d) es un espacio geodésico si para todo par de puntos z,y € X
existe un segmento geodésico que los une. Si x e y son dos puntos de un espacio
geodésico, notaremos [x,y] a un segmento geodésico que los una. Es claro que, en
principio, puede haber mas de un segmento geodésico con extremos en dichos puntos,
sin embargo, en los espacios en los que trabajaremos, la eleccién de dicho segmento
serd irrelevante.

Supongamos ahora que (X, d) es geodésico. Entonces, dados tres puntos x,y, z €
X, podemos considerar un tridngulo de vértices x,y y z, cuyos lados sean segmentos
geodésicos. A un triangulo de esta forma lo llamaremos tridnguo geodésico. En este
contexto tiene sentido la Definicion 1.0.5 hecha en la introduccion.

Notar que en un espacio d-hiperbdlico, dos segmentos geodésicos con los mismos
extremos no pueden alejarse a mas de § uno del otro. Es decir, un d-entorno de uno
siempre contiene al otro, por lo tanto, si bien puede haber més de un segmento geodésico
uniendo dos puntos, estos no son distinguibles en la geometria a gran escala del espacio
métrico.

A continuacién veremos otra propiedad sobre triangulos que nos dard una definicién
alternativa de hiperbolicidad. Para esto hay que hacer antes algunas observaciones.
Consideremos un tridngulo geodésico A = [z,y| U [y, 2] U [z, z] en un espacio métrico
cualquiera. Entonces existe un tripode T de vértices Z, ¥y y Z y centro p, inico a menos
de isometrias, y una unica funcion f : A — Ta que lleva los puntos x,y y z en Z,y y
Z respectivamente y es una isometria al restringirla a cada uno de los lados.
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<

Definicién 2.2.2. Sea 6 > 0. Consideremos un tridngulo geodésico A = [z, y|U[y, z] U
[z, ], T el tripode correspondiente y f : A — Tx la funcién de antes. Decimos que A
es 0-fino si para todo w € Ta se cumple que el didmetro de f~!(w) es menor o igual a

J.

Como dijimos, lo anterior nos da una definiciéon alternativa de hiperbolicidad, mas
precisamente tenemos el siguiente teorema, cuya prueba puede leerse en [GAIHI0,
Capitulo 2,Seccién 3].

Teorema 2.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico geodésico. Entonces son equivalentes:

1. (X,d) es hiperbdlico.
2. FExiste § tal que todo triangulo geodésico en X es §-fino.

Ejemplos 2.2.4. 1. Si (X,d) es un espacio geodésico de didmetro D < 400, en-
tonces tenemos que todo tridngulo es D-flaco, es decir que X es D-hiperbdlico.
En particular los espacios compactos son hiperbdlicos.

2. Un &arbol es un grafo sin ciclos. Observar que un tridngulo geodésico en un arbol
es siempre O-flaco (también es 0-fino). Por lo tanto los arboles son 0-hiperbdlicos.

3. El plano hiperbdlico H es 2-hiperbdlico. Para probar esto primero hagamos dos
observaciones:

a) El drea de un disco de radio r en H es 2m(cosh(r) — 1).
b) Como la curvatura de H es constante —1, se obtiene por el Teorema de

Gauss-Bonnet que un tridangulo geodésico tiene area menor a .

Luego, si A = [z,y] U [y, z] U [z, z] es un tridngulo geodésico en H y ¢ € [z, ]
esta a distancia mayor a 2 de cualquiera de los otros dos lados, existe un disco
de radio 1 dentro del tridngulo. Pero dicho disco tiene area 27(cosh(1) — 1) > ,
lo que es absurdo.
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Como ya mencionamos, los espacios hiperbdlicos son importantes desde el punto de
vista de la geometria a gran escala, por lo tanto nos interesard estudiar lo que sucede
con las cuasi-isometrias entre ellos.

Lo primero a observar es que la condicién de ser geodésico no es invariante por cuasi-
isometrias: por ejemplo R, que es geodésico, es cuasi-isométrico a Z, que obviamente no
lo es. Sin embargo, la hiperbolicidad si es una propiedad preservada por cuasi-isometrias
entre espacios geodésicos. La demostracién requiere de algunos resultados técnicos que
no demostraremos y que utilizan los conceptos que se definen a continuacion.

Definiciones 2.2.5. Consideramos un espacio métrico gedésico (X, d).

1. Un (A, €)-cuasi-segmento geodésico es un encaje (A, €)-cuasi-isométrico de un in-
tervalo [a,b] en X.

2. Un (A, €)-cuasi-rayo geodésico es un encaje (A, €)-cuasi-isométrico de [0, +00) en
X

3. Una (A, €)-cuasi-geodésica es un encaje (A, €)-cuasi-isométrico de R en X

Las definiciones anteriores pueden hacerse con enteros en lugar de reales, es decir,
considerar encajes cuasi-isométricos de intervalos de enteros en X. Esto es equivalen-
te a menos de cuasi-isometrias. Observemos que la imagen de un segmento geodésico
por una cuasi-isometria no es ni siquiera una curva continua, sin embargo si es un
cuasi-segmento geodésico. Mas aun, las cuasi-isometrias preservan los cuasi-segmentos
gedésicos, los cuasi-rayos geodésicos y las cuasi-geodésicas. Existen teoremas de aproxi-
macién de los anteriores por segmentos geodésicos, rayos y geodésicas respectivamente.
Uno de estos resultados es el centro de la prueba de la invarianza de la hiperbolicidad
por cuasi-isometrias.

Teorema 2.2.6 (Lema de Morse I). Consideremos tres nimeros reales § > 0, A > 1y
€ > 0. Luego existe una constante H = H (0, A\, €) con la propiedad siguiente:

Dado X un espacio geodésico §-hiperbélico, I = [a,b] y f: 1 — X un (X, €)-cuasi-
segmento geodésico, sea J un intervalo de longitud d(f(a), f(b)) v g : J — X un
segmento geodésico que une f(a) con f(b). Entonces disty(f(I),g(J)) < H.

La distancia de Hausdorff (disty;) entre dos conjuntos A y B en un espacio métrico
(o cuasi-métrico) (X, d) se define como

disty (A, B) = max{sup{d(z, B) : € A},sup{d(z, A) : © € B}}.

Con esto estamos listos para probar la invarianza de la hiperbolicidad.

Teorema 2.2.7. Sea F': X — Y una cuasi-isometria entre espacios métricos geodési-
cos donde Y es hiperbolico. Entonces X es también hiperbolico.
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Demostracion. Supongamos que Y es d-hiperbdlico y que F': X — Y es una (), ¢€)-
cuasi-isometria. Tomemos la constante H = H(d, A, €) del teorema anterior. Conside-
remos un tridngulo geodésico A C X, con lados parametrizados por f; : [; — X,
con j = 1,2,3. Para cada uno de los (), €)-cuasi-segmentos geodésicos F o f;, tenemos
segmentos g; : J; — Y con los mismos extremos y con imagen a distancia de Hausdorff
menor o igual a H de los anteriores. Luego, por la hiperbolicidad de Y, se tiene que
para todo y € Im(g;), se cumple d(y, Im(g2) U Im(gs)) < d. Por lo tanto

d(y, Im(F o fo)UIm(F o f3)) <d+2H

para todo y € I'm(F o f1). Luego, como F' es una cuasi-isometria, resulta que para todo
x € I'm(f1) se tiene

Esto implica que X es A(6 + 2H + €)-hiperbdlico. ]

Por 1ltimo vamos a enunciar un teorema de aproximacién de cuasi-rayos geodésicos
y cuasi-geodésicas que sera importante més adelante. La prueba del mismo puede
encontrarse en [GAIH90, Capitulo 5,Seccién 5].

Teorema 2.2.8 (Lema de Morse II). Sea (X,d) un espacio geodésico d-hiperbdlico y
propio. Entonces para todo A > 1 y € > 0 eziste una constante H = H (6, A\, €) tal que:

1. Sir :[0,400) = X es un (\ €)-cuasi-rayo geodésico, entonces existe un rayo
geodésico v’ : [0, +00) = X tal que disty(Im(r), Im(r')) < H.

2. Sivy:R = X esun (A €)-cuasi-geodésica, entonces existe una geodésica v' : R —
X tal que disty(Im(~), Im(v)) < H.

2.2.2. Borde de un espacio hiperbdlico

De aqui en adelante (X, d) serd siempre un espacio métrico geodésico d-hiperbélico
y propio. Consideremos el conjunto Rx de todos los rayos geodésicos en X.

Proposicién 2.2.9. Sean ry,m5 € Rx. Son equivalentes:
1. disty (Im(ry), Im(ry)) < +oo.

2. sup{d(ri(t),rs(t)) : t > 0} < +o0.

3. Eziste u € R y tog > 0 tal que para todo t > to d(r1(t),r2(t — u)) < K. Donde la
constante K no depende de los rayos r1 y o (sdlo de d).

La prueba puede leerse en [GAIH90, Capitulo 7,Seccién 1]. Diremos que dos rayos
rire € Rx son asintoticos, y 1o notaremos por r; ~ ry, si cumplen con las condiciones
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de la proposicion anterior. Definimos entonces el borde al infinito de X como el conjunto

Consideremos un rayo geodésico r de origen z, cuya clase en la relacién anterior
es £ € 0X. Diremos que ¢ es el extremo de r y notamos al rayo por [z,§). Es claro
que hay cierta ambigiiedad en esta notacién, sin embargo, al igual que sucede con los
segmentos geodésicos, esto no traerda problemas.

Observemos ahora que una geodésica 7 define dos rayos geodésicos, que a su vez
tienen dos extremos 7~ y 4T. Notaremos a dicha geodésica por (y~,7"). Reciproca-
mente, si £ y n son dos puntos de X, existe una geodésica v tal quey™ =&y v~ =1,
esto se conoce como propiedad de visibilidad ([GAIH90, Capitulo 7,Seccién 1]).

Vamos a definir una topologia y una familia de cuasi-métricas en el borde de un
espacio hiperbdlico, pero para esto debemos trabajar primero con algunas nuevas defi-
niciones.

Definicién 2.2.10. Sea (X, d) un espacio métrico y x,y y z tres puntos en X. Defini-
mos el producto de Gromov entre y y z con centro x como

(912 = 5(d(zy) + d(z2) — d(y, ).

Observar que si A es un triangulo geodésico de vértices x,y y z, los valores de (y|2).,
(x,2)y v (x,y). corresponden a las longitudes de las aristas de Ta. El producto de
Gromov nos da una generalizacion de hiperbolicidad en el caso no geodésico ([GAIH90,
Capitulo 2,Seccién 3)).

Teorema 2.2.11. Un espacio métrico geodésico (X, d) es hiperbdlico si y sélo si existe
0 tal que

(#]2)w = min{(z]y)w, (y|2)w} — 0
para todo w,x,y,z € X.

Ahora fijemos un punto w € X. Diremos que una sucesién {z;} en X tiende a
infinito si lim; j_, 1o (x;|2;)w = 0o. Donde el conjunto Z x Z esta dirigido por (n,ny) <
(my,m2) siy sélo si ny < my y ny < my. Observemos que esta condicién no depende
del punto base w ya que si w’ es otro punto de X, entonces para todo par de puntos x
ey en X se tiene

el — (2ly)] = Gldlw, ) + dlw, ) — d(w, ) — d(w'y)]

< %(\d(w,x) —d(w', z)| + |[d(w, y) — (W, y)]) < d(w, ).

Llamemos Sy al conjunto de sucesiones que tienden a infinito. Luego ponemos en Sx la
siguiente relacién de equivalencia: {x,} ~ {yn} siy s6lo si lim,, st o0 (Tn|Ym)w = +00.
Definimos ahora ¢’ X como el cociente de Sy por la relacién descrita. Diremos que la
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sucesion {z,} converge a un punto a € 9'X si a es la clase de equivalencia de {z,}, en
este caso notaremos x, — a. Se puede probar que 0X se identifica con &' X por medio
de la funcién que a un rayo r € Ry le asigna la sucesion {r(n)} (ver [GAIH90, Capitulo
7, Seccién 1]). De aqui en adelante utilizaremos indistintamente las dos definiciones del
borde.

Si &, n son dos puntos del borde y {z,} v {ym} dos sucesiones tales que x, — &
e Ym — 1, entonces existe liminf, ;oo (Zn|Ym)w. Si ahora {z/,} v {y,,} son otras
sucesiones que convergen a £ y 7 respectivamente, entonces por el Teorema 2.2.11 se
tiene que
(@alYm)w > i { (20|27 )y (20, 1Y0) s (Y |Yim )} — 20.
Para n y m suficientemente grandes el minimo se alcanza en el término central, ya que
los otros dos tienden a infinito. Luego

(ZnlYm)w = (20, |Y)w — 20 (2.1)

para n y m suficientemente grande. Como (x|, ). no tiende a infinito, existe una
subsucesion (2, |Ym, )w — L. Luego

(20|ym) > min{(xn|xnk)wv ($nk|ymk)W7 (ym|ymk)w} — 20.

Nuevamente el minimo se alcanza en el término central para valores grandes de m,n
v k, luego (Tn|Ym)w > (Tn,|Ym, )w — 20 si m,n y k son suficientemente grandes. Esto
implica que existe liminf; ;_, (2, |Ym)w. Por (2.1) tenemos ademads

Hminf (2,|ym)w > Hminf (2] ]y, )w — 20.

n,m—-+00 ——+00

Esto prueba que al variar las sucesiones dichos limites inferiores toman valores en un
conjunto acotado, luego podemos hacer la siguiente definicién.

Definicién 2.2.12. Sean £ y n dos puntos del borde 0X y w € X. Definimos entonces
el producto de Gromov entre ¢ y 1 con centro en w por

(€ln)w = sup{ M inf (@n[ym)w : 20 = & Y — 1}

Ahora para todo real r > 0 definimos los conjuntos

Ve ={(&mw € 90X x 0X = (E[n)w = 7}

La familia {V;.},5¢ define una estructura uniforme en 90X y luego una topologia.
En [GdIH90, Capitulo 7,Seccién 2| se prueba que X es compacto con esta topologia.
Por ejemplo si M es una variedad Riemanniana n con curvatura seccional acotada por
arriba por una constante negativa entonces el borde M es homeomorfo a la esfera

snt,
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Mediante el producto de Gromov se puede definir una familia de cuasi-métricas
(y luego de métricas por la Proposicién 2.1.6) compatibles con la topologia de 0.X.
Tomemos x un punto en X, luego para ,n € 0X definimos p,(§,7n) = e~ M= Te-
nemos entonces que existe ¢ > 0 para el cual p; es bi-lipschitz equivalente con una
métrica. Denominamos distancias visuales elipticas o métricas visuales elipticas en 0X
a cualquiera de estas métricas.

Por 1ultimo supongamos que tenemos una cuasi-isometria F' : X — Y entre dos
espacios hiperbdlicos propios. Podemos extender F' al borde de la siguiente forma: si &
es un punto de 90X y {z;} una sucesién en X tal que x; — &, entonces definimos OF'(§)
como la clase de la sucesion {F'(x;)} en 0Y. Hay que probar que dicha definicién tiene
sentido. Esto sale directamente del siguiente Lema ([GAIH90, Capitulo 5,Seccién 2])

Lema 2.2.13. Sea F' : X — Y una (A, €)-cuasi-isometria entre espacios 0-hiperbdlicos.
Luego existe una constante A tal que

1

3 @We — A< (F@)IF)rw < Mzly)w + A

para w,x,y,z € X.

Otra forma de definir OF : 0X — 9Y es simplemente tomar, para £ en 90X, un
rayo geodésico r en X con extremo en £. Luego [ or es un rayo cuasi-geodésico y por
el Teorema 2.2.8 existe un rayo geodésico 1’ en Y cuya distancia a F o r estd acotada.
Podemos entonces definir 9F(§) como el extremo de 7’.

2.3. Espacios CAT(—1)

Los espacios CAT son una generalizacién de las variedades de curvatura negativa.
A pesar de ser espacios Gromov-hiperbdlicos, la condicién de ser CAT es una propiedad
que depende de la estructura local del espacio, es decir, que no se preserva por cuasi-
isometrias. El objetivo de esta seccion es dar una idea de la geometria de estos espacios
y la estructura de su borde. Damos como referencia para esta seccién [Bou95], [GAIHI0]

y [HP97].

Consideremos x un real no positivo. Llamaremos H, a la superficie conexa y simple-
mente conexa de curvatura constante k (esta es unica, ver [DC92, Capitulo 8,Seccién
4]). Por ejemplo Ho = R? y H_; = H2

2.3.1. Condiciéon CAT

Consideremos un espacio métrico geodésico y propio (X, d). Dados tres puntos
z,y,z € X consideramos segmentos geodésicos [z,yl,[y, 2] y [z, 2], y el tridngulo A =
[z,y] U [y, 2] U [z, z]. Un tridngulo de comparacién de A en H, es un triangulo A =
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[i‘am n [g7 Z] N [j72] C Hy, con d(ZE,y) = d(*ﬁ@)? d(y,Z) = d(gv 2) y d(:L‘,Z) = d(j’ 2)
Notar que el triangulo de comparacién no es exactamente tinico pero si lo es a menos
de isometrias de #,. Tenemos entonces definida una tnica funcién f : A — A que
lleva z,y y z en Z,¥y y Z respectivamente y es una isometria al restringirla a cada uno
de los lados. Para w € X notaremos por w a f(w) € H,.

Definicién 2.3.1. Sea k < 0. Decimos que un triangulo geodésico A en X cumple la
condicién CAT (k) si para todo par de puntos w,w’ € A se cumple d(w, w’) < d(w,w’).
Donde w y @’ son los puntos correspondientes a w y w’ en un triangulo de comparacién
de A en H,. El espacio X se dice CAT(k) si todo triangulo geodésico cumple la
condicién CAT (k).

Los tridngulos en un espacio CAT(x) son més finos que su respectivo tridngulo de
comparacién en H(k), luego, al ser este tltimo un espacio hiperbélico en el caso £ < 0,
tenemos que los CAT(k), con k < 0, son también espacios hiperbdlicos.

Es obvio a partir de la definicién que las variedades simplemente conexas de cur-
vatura constante negativa son espacios CAT, lo interesante es que en realidad hay una
clase mucho més grande de variedades Riemannianas que cumplen esta condicién. Esto
se ve en el siguiente teorema, cuya prueba puede encontrarse en [GAIH90, Capitulo 3,
Seccién 2].

Teorema 2.3.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana simplemente conexa, completa
y con curvatura seccional menor o igual a k. Entonces M es CAT(k).

Observar que es suficiente verificar la condicién CAT en tridngulos pequenos. Es
decir que se trata de una propiedad que depende exclusivamente de la geometria local
del espacio.

2.3.2. Funciones de Busemann y producto de Gromov

Consideremos (X, d) un espacio CAT(—1). Tomemos un punto z € X y un rayo
geodésico 1. Es facil ver que la funcién ¢ — d(x,r(t)) — ¢ es monétona decreciente en
sentido amplio, pues utilizando la desigualdad triangular tenemos

d(z,r(t)) —t — (d(z,7(s)) —s) < d(r(t),r(s)) —t+s=t—s—t+s=0

para s < t. Ademads es una funcién acotada ya que si nuevamente s < t, entonces
tenemos

jd(, (1)) =t = (d(z,7(s)) = s)| = |d(z, r(t)) — d(z,7(s)) = d(r(0), 7(#)) +d(r(0), r(s))|
< |d(z,r(t)) = d(r(0), 7(1))] + [d(z,r(s)) = d(r(0), 7(s))] < 2d(z,7(0)).

Luego existe b.(z) = limy_, o d(z,7(t)) — ¢t. La funcién b, : X — R es la funcion de
Busemann asociada al rayo r.
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Lema 2.3.3. Sean 11,75 : [0,4+00) — X dos rayos asintéticos. Entonces existe u € R
tal que d(r1(t),r2(t +u)) — 0 cuando t — +oo.

Sé6lo daremos una idea de la prueba del lema anterior. Vamos a ver que
d(r(t),Im(ry)) — 0.

Para esto puede tomarse una familia de tridngulos A; con vértices en 71(0),7r2(0) y
79(t). Consideremos una familia de tridngulos de comparaciéon A, en H? que tengan en
comun los lados correspondientes a r1(0) y 75(0) y que el lado correspondiente a los
vértices 13(0) y 7o(t) esté incluido en el mismo rayo geodésico 72. Notemos por Z el
punto correspondiente a x € A; en el tridngulo A,.

Sea tg > 0, como en un CAT(—1) no existen rayos asintéticos con el mismo origen, y
usando el Teorema de Arzela-Ascoli, puede probarse que existe una sucesién de puntos
{z,} C X, con z,, € [r1(0),m2(t)] tal que z,, — 71(to). Luego, como d(x,, r2([0, +00)) <
d(Zn, T2([0, +00))), la tesis se deduce del caso X = H?, que es sencillo de verificar.

Fijemos ahora un punto £ € 90X . Consideremos un rayo geodésico r que tenga como

limite al punto £ y definimos para =,y € X

Be(z,y) = by(x) = br(y) = lim_d(z,r(t)) — d(y,r(t)).

t——+o0

Para ver que la definicién anterior tiene sentido, es decir que no depende del rayo
elegido, debemos recurrir al Lema 2.3.3.

Tomemos dos rayos r y ry con limite en £. Como dichos rayos son asintéticos
tenemos que existe u € R tal que limy_, o d(r1(t), 72(t + u)) = 0. Luego

’le (x) - le (y) - (sz(I) - bT2 (y))‘

= lim |d(z, () = dy, r(t)) = (d(z,r2(t + w)) = d(y, r2(t + w)))|

t—+o00
< Jim_[d(e,ry(1)) —d(z,ra(t )] + M |d(y,ra(t)) — d(y. ralt +w)

< M Jd(ry(2), 7ot + ) | + Mm_[dra(8), (g, 7a(t + )| = 0.

T t—+oo

Proposicién 2.3.4. La funcion Be : X x X — R cumple las siguientes propiedades:

1. Bg(l’,y) - _B§<y7$)'
2. Be(x, 2) = Be(x,y) + Be(y, 2).

3. |Be(z,y)| < d(x,y), donde la igualdad se da si y solo si x,y y & estdn alineados.

La prueba de la proposicién anterior es muy sencilla, se deja como ejercicio al lector.
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Decimos que Be¢(x,y) es la distancia horoesférica entre x e y. Este nombre se debe
a que |Be(z,y)| es la distancia entre las horoesferas centradas en &, de = e y respecti-
vamente. Estos conjuntos se definen por

He(w) = {z € X ¢ Be(,2) = 0} y Hely) = {= € X : Bely,2) = 0},

Por 1ltimo diremos que en el caso de los espacios CAT(—1) el producto de Gromov
entre puntos del borde puede expresarse en términos de la distancia horoesférica de la
siguiente manera:

1 .
(€l)a = 5(Belw, p) + By(w, p)) para cualquier punto p € (&),

2.3.3. Distancias visuales

Como mencionamos en la seccion anterior, para r € X definimos d, : X x0X — R
por d(£,m) = e i € £y y d,(€,€) = 0. En el caso de los espacios CAT(—1), d,
es efectivamente una métrica en 0X y generan la topologia ya definida en el borde
(ver [Bou95]). Ademas es facil ver que todas estas distancias visuales elipticas son bi-
Lipschitz equivalentes. Mas precisamente puede probarse que si x e y son dos puntos
de X, entonces

dy (&) = ex P HBleq (¢ ) < 40, (€, m)

para todo &, € 0X.

Tomemos ahora F' : X — Y una cuasi-isometria entre espacios CAT(—1). Se ve
faciltmente por el Lema 2.2.13 que 0F : (0X,d;) — (9Y,dp(y)) es un homeomor-
fismo bi-Holder. Las funciones bi-Holder son ejemplos de funciones cuasi-Mobius, esto
serd importante mas adelante. Para precisar lo que quiere decir esta condiciéon hagamos
las siguientes definiciones:

Definicién 2.3.5. Sea (M, p) un espacio cuasi-métrico y a,b,c,d € M. Definimos la
razén doble como
_ pla,c)p(b,d)

pla,d)p(b, c)

Una funcién f : M — N entre espacios cuasi-métricos se dice Mdbius si preserva la
razon doble, es decir que para todo w, x,y, z € M se cumple

[f(w), f(x), f(y), [(2)] = [w,z,y, 2].

la, b, c,d]

Decimos que f es cuasi-Mdbius si existe un homeomorfismo creciente 6 : [0, +00) —
[0, 4+00) tal que para w, z,y,z € M se cumple que

[f(w), f(x), f(y), f(z)] < O(lw, 2,9, 2]).
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Dadas dos cuasi-métricas p; y p2 en M, decimos que son Mdbius equivalentes (res-
pectivamente cuasi-Mdbius equivalentes) si Id : (M, p1) — (M, py) es un mapa Mdbius
(resp. cuasi-Mobius).

Consideremos ahora un punto & € 0X. Notaremos 0, X = 0X — {z;,}. A conti-
nuacién definiremos una familia de métricas en Jg, X.

Definicién 2.3.6. Sea H = H,, una horoesfera centrada en . Para £ y n en J¢, X
definimos
dgon(§,m) = lim e_%(%_d(’h(t)ﬁz(t)))’

t—+o00

donde v, y 72 son las geodésicas que unen &y con & y 7 respectivamente y que cumplen
que 71(0), 72(0) € H. Llamamos a dg, % la distancia visual parabdlica en O, X asociada
a la horoesfera H.

Sea ahora r un rayo geodésico con extremo en &,. Se puede ver que
— 7 —t
d£O7H (67 77) - tlg-noo € dr(t) (67 77)

De acd se deduce que d¢ 3 es una métrica. Es un ejercicio sencillo verificar que para
€ X y&neE 0,X, se cumple la siguiente igualdad:

d&g,%(f: 77) — 67%(Bé(xvp)+Bn(x’Q))dx(£, n)’

donde p y ¢ son los puntos de intersecciéon de H con las geodésicas (&, &) v (§o,7m). De
aqui se deduce directamente que d, y dg,» son Mobius equivalentes cualesquiera que
sean x, & v H, en particular son cuasi-Mo6bius equivalentes.

Recordemos que si F' : X — Y es una cuasi-isometria entre espacios CAT(—1)
entonces el mapa inducido en el borde 0F : (0X,d,) — (Y,dp(y)) es un homeomor-
fismo cuasi-Mobius. Luego, para & € 0X tenemos que OF |a€0 x ¢ (0, X, dey ) —
(Oar(e)Y, dreo)n), donde H y H' son horoesferas en X e Y centradas en & y F'(&)
respectivamente, también es cuasi-Mobius.

Definicién 2.3.7. Un homeomorfismo entre espacios cuasi-métricos f : (M, p;) —
(N, pa) es cuasi-simétrico (o0 una cuasi-simetria) si existe un homeomorfismo creciente
¢ :[0,400) = [0, +00) tal que para todo z,y,z € M se cumple

p2(f(96),f(y)) pl(*ray)
p(f(@), F(2) = <p2<sc,z>)‘

Se dice mas precisamente en este caso que f es -cuasi-simétrico. Si p; y ps son
dos cuasi-métricas en M decimos que son cuasi-simétricamente equivalentes si Id :
(M, p1) — (M, p2) es cuasi-simétrica.
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Se observa facilmente que si f : (M, p1) — (N, p2) es un homeomorfismo ¢-cuasi-
simétrico entonces su inverso f~! es ¢~ !-cuasi-simétrico.

El siguiente resultado de Vaisdla [V&i84] muestra que existe una tnica diferencia
esencial entre homeomorfismos cuasi-Mobius y cuasisimétricos en el caso de espacios
métricos no acotados.

Teorema 2.3.8 (Viiséld). Sea f: X — Y un homeomorfismo entre espacios métricos
no acotados. Si f es p-cuasisimétrico, entonces [ es 0-cuasi-Mobius con 0 dependiendo
solo de . Si X es no acotado y f es un homeomorfismo 0-cuasi-Mobius que lleva
sucesiones no acotadas en sucesiones no acotadas, entonces f es 0-cuasi-simétrico.

Gracias al teorema anterior se ve que el mapa

OF [, x 1 (Ogo X deg, 1) = (Dor(go) Y dreo) )

inducido por una cuasi-isometria entre X e Y, es cuasi-simétrico.

2.4. Grupos y algebras de Lie

Introduciremos brevemente la teoria de grupos y algebras de Lie, en particular
para el caso soluble y nilpotente. No daremos referencias detalladas a cada resultado
por tratarse de un contenido mas o menos conocido y apoyado por basta bibliografia.
Citamos como posibles complementos de la lectura de esta seccién, a [Knal3], [SW86]
y [Oni90].

Definicién 2.4.1. Una K-dlgebra de Lie es un espacio vectorial de dimension finita A
sobre un cuerpo K con una forma bilineal alternada [, | : A x A — A que cumple la

identidad de Jacobi:
X, [Y, 2] + [V, [Z,X]] + [Z,[X, Y] = 0 VX,V € A.
A [, ] selellama corchete de Lie.

Ejemplo 2.4.2. Si M es un variedad diferenciables entonces el espacio de campos
diferencibles sobre M, notado por X' (M), con el corchete de Lie usual es un élgebra de
Lie.

Una subdlgebra de un algebra de Lie A es un subespacio V' C A cerrado por el
corchete de Lie. La subalgebra generada por un conjunto B de A es la minima subdlge-
bra que contiene a B. Dados dos subconjuntos B,C' C A definimos [B, C| como la
subalgebra generada por el conjunto

{{X,)Y]: XeB)YeC}
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Un ideal de A es una subdlgebra I que cumple [I, A] C I. Notaremos I < A para
indicar que I es un ideal de A. El centro de un algebra de Lie A es 3(4) = {X € A :
[X, A] = 0}. Es claro que 3(A) es un ideal de A.

Un homomorfismos de dlgebras de Lie es un mapa lineal & : (A, [, ]) — (4, [, |)
que cumple ®[X,Y] = [®X, Y] para todo X,Y € A. En el caso de ser invertible
diremos que es un isomorfismo o automorfismo si (A',], ) = (A,[, ]). Notaremos

por Aut(A) al espacio de automorfismos de un algebra de Lie A.

Una derivacion en A es un mapa lineal a : A — A que cumple
alX,)Y] =[aX,Y]+ [X,aY]

para todo par de vectores X,Y € A. Notamos por Der(A) al espacio de derivaciones
de A. Este espacio es un dlgebra de Lie con el corchete definido por [a, ] = a8 — Ba.
Una familia especial de derivaciones son las de la forma ady : A — A para X € A,
definidas por adx(Y) = [X,Y] para todo Y € A. La derivacién adx recibe el nombre
de adjunta de X.

Recordemos que para un operador 7T se define su exponencial como

Bxp(T) = 3

n!’
n=0

En nuestro caso esta férmula define un isomorfismo lineal Exp : Der(A) — Aut(A).
También escribiremos e® para referirnos a Exp(«).

Definicién 2.4.3. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con estructura de
grupo con operaciones diferencibles.

Diremos que H < G es un subgrupo de Lie si ademas de ser un subgrupo, es también
una subvariedad inmersa en G. Si H < G es un grupo cerrado de un grupo de Lie,
entonces H es un subgrupo de Lie de G. Un homomorfismo de grupos de Lie es un
homomorfismo de grupos diferenciable. Decimos que es un isomorfismo si ademas es
un difeomorfismo y que es un automorfismo en el caso de un isomorfismo de un grupo
en si mismo.

Tomemos ahora (G,-) un grupo de Lie. Para x € G notemos L, : G — G a la
traslacién a izquierda por z, es decir que L,(y) = z - y para todo y € G. Diremos que
un campo X en G es invariante a izquierda si para todo x € X se cumple que

dp(L:)(X (p)) = X (La(p))-

Se observa facilmente que si X e Y son campos invariantes a izquierda en G, entonces
[X, Y] también lo es.

Definicién 2.4.4. El dlgebra de Lie asociada a un grupo de Lie G es g = Lie(G) la
subalgebra de campos invariantes a izquierda.
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Observemos que un campo invariante a izquierda queda determinado por su valor
en la unidad del grupo e € G. Luego hay una biyeccion entre g y el espacio tangente
T.G dada por X — X (e).

Aqui es importante que enunciemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.5. Si A es un dlgebra de Lie sobre R, existe un grupo de Lie conexo
y simplemente conexo G, unico a menos de isomorfimos, tal que Lie(G) = A.

Tenemos entonces una relacion biunivoca entre las dlgebras de Lie sobre R y los
grupos de Lie simplemente conexos. Ademds, existe una biyeccién entre los homomorfis-
mos de Grupos y los homomorfismos de dlgebras de Lie F : Hom(G, G') — Hom(g, ¢'),
dada por f — d.f. Esta biyecciéon lleva isomorfismos de grupos de Lie en isomorfismos
de algebras de Lie.

Definimos un mapa exponencial exp : g — G de la siguiente manera. A cada X € g
le corresponde un campo invariante por izquierda sobre GG, consideremos px : Rx G —
G el flujo determinado por dicho campo. Luego exp(X) = px(1,e).

El mapa exponencial nos da un mapa biyectivo entre subalgebras de g y subgrupos
de Lie conexos de G, el cual le asocia a cada subalgebra h el subgrupo cerrado generado
por exp(h). En virtud de este mapa se tiene que:

1. b C g es el dlgebra de Lie de su imagen.

2. Los ideales se corresponden con subgrupos normales.

Por dltimo enunciaremos la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, que nos dara una
relacion explicita entre el producto en un grupo de Lie y el corchete en su correspon-
diente algebra de Lie.

Proposicién 2.4.6. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g y sean x = exp(X) e
y = exp(Y) dos puntos de G. Luego

-1 n—1 n . i -1
Ty =€exXp Z( 7’3 Z <ZZ:1(T +S)) [XMJYSlv”-aXTanSH] )

rilsi!. o orlsy!
n>0 r;+5;>0 121 noen
1<i<n
donde r; y s; son enteros no negativos y el sumando [Z{", Zy", ..., Z;"*] es definido

por induccion por [Z)] = Zy y [Z7, Z2, .., 20 = adg, ([Z7 71, 25, .. Z7F)).
Nos serd de utilidad mas adelante la siguiente férmula, que se desprende de la
proposicion anterior:

o0

v yr = exp(X) texp(Y) exp(X) = exp (Z M) (2.2)

7!
i=0
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2.4.1. Productos semidirectos

Sean K y H dos grupos y 0 : H — Aut(K), h — 6, un morfismo de grupos.
Definimos el producto semidirecto de los grupos K y H como el grupo que consta del
conjunto K x H y la operacion

(k,h) - (K, 1) = (k- 0n(K'), lo - ).

Lo notaremos por K x4y H. Este grupo contiene subgrupos isomorfos a K y H, siendo
el primero un subgrupo normal. En el caso de que K y H son grupos de Lie y 0 va a
los automorfismos de grupos de Lie, entonces el producto semidirecto es también un
grupo de Lie.

Por otro lado tomemos dos dlgebras de Lie A y B y un homomorfismo 7 : B —
Aut(A), X — mx. Luego definimos el producto semidirecto de A con B como el espacio
vectorial A @ B con el corchete definido por

X +Y, X' +Y]=[X,X]|—m X +my X + [V, Y.

El producto semidirecto de algebras de Lie es un algebra de Lie a la que notamos
A x, B. Ademéas A< A x, B.

Hay una relacién entre ambos productos semidirectos: si h = Lie(H) y € = Lie(K),
entonces Lie(K xg H) = ¢ x, h donde 7mx es determinado por el automorfismo d.0,,
donde z = exp(X).

Nos interesaran particularmente los productos semidirectos de grupos de Lie de
forma N Xy R y por lo tanto de dlgebras de Lie de la forma n x, R. En este caso
m : R — Aut(n) queda determinado por m(1) ya que por linealidad 7 (t) = tn(1).
Ademéds 7w(1) = a para una derivacion «. Luego tiene sentido utilizar la notacién
n X, R =nx, Ry por consiguiente, como escribimos anteriormente, N x, R.

2.4.2. Grupos y algebras de Lie solubles

Sea A un algebra de Lie. La sucesion derivada de A es una sucesion de subalgebrés
{A"},en, con A = Ay AT = [A™, A™]. En particular A' se denomina dlgebra derivada
de A y se denota también por A’.

Definicién 2.4.7. Decimos que el algebra de Lie A es soluble si su sucesion derivada
se anula, es decir, si existe n € N tal que A" = 0.

El ejemplo trivial de algebra de Lie soluble es cuando [X,Y] = 0 para todo X e Y.
En este caso diremos que el algebra es abeliana.

Definicién 2.4.8. Un grupo G es soluble si la sucesion
Go=GaGra...aG"«...

se anulta en algiin momento, es decir, si existe n € N tal que A” = 0. Donde G"*! es
[G™, G"] el conmutador del grupo G™.
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Como es de esperarse, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.9. Un grupo de Lie es soluble si y solo si su dlgebra de Lie es soluble.

Maés adelante necesitaremos utilizar cierta propiedad de la estructura de los grupos
de Lie solubles para probar el Teorema 1.0.4. Lo tultimo de esta parte sera enunciar
dicho resultado.

Definicién 2.4.10. Un grupo de Lie G es k-soluble si es soluble y G/T simplemente
conexo, donde 7" es el tnico subgrupo compacto maximal en el centro de G.

Teorema 2.4.11. Sea G un grupo de Lie conexo y soluble. Entonces G = L x K donde
L es un subgrupo cerrado y k-soluble y K es un subgrupo compacto.

Para la prueba ver [Mal45].

2.4.3. Grupos y algebra de Lie Nilpotentes

La sucesion central descendente de un dlgebra de Lie A es {A™ 1, oy, donde A = A
y A = [A, A™]. Notar que para todo n € N, A"+ es un ideal de A™.

Definicién 2.4.12. Decimos que A es nilpotente si su sucesion central descendente se
anula en algiin momento. En este caso, el indice de nilpotencia de A es el minimo n
tal que A™ = 0.

A continuacién escribimos un par de propiedades referentes a las algebras de Lie
nilpotentes.

Proposicién 2.4.13. Sea A un dlgebra de Lie.

1. A es nilpotente si y solo si para todo x € A se tiene que adx es nilpotente, es
decir que existe n € N tal que (adx)™ = 0.

2. A es soluble si y sélo si A" es nilpotente.

Definicién 2.4.14. Un grupo G es nilpotente si la sucesién
Go=G<aGVa.. . aGMq...

eventualmente se anula, donde G+ =[G, G™]. De forma andloga a como lo hicimos
con algebras de Lie se define el indice de nilpotencia de G.

De forma similar a lo que sucede con los grupos solubles, tenemos lo siguiente:

Proposicién 2.4.15. Un grupo de Lie es nilpotente si su dlgebra de Lie lo es.

Si G es un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo, entonces exp : Lie(G) =
g — G es un difeomorfismo. Esto serd usado mas adelante.
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Capitulo 3

Grupos de Heintze

El objetivo de este capitulo es probar el Teorema 1.0.4 y estudiar el borde al in-
finito de los grupos de Heintze. Comenzaremos sin embargo con algunos ejemplos y
generalidades sobre su geometria a gran escala.

3.1. Generalidades

Ejemplo 3.1.1. Veamos que el espacio hiperbdlico real H" es isométrico a Gjg =
R"! %74 R con cierta métrica invariante a izquierda.

La estructura de producto semidirecto estd dado por un morfismo 7 : R — Aut(R"™1)
que cumple dy7(t) = et = e'Id. Como los automorfismos de R"~! son lineales tene-
mos que 7(t) = e'Id , por lo tanto el producto en G4 estd dado por (z,t).(y,s) =
(x + e'y,t + s). Pongamos la métrica invariante a izquierda inducida por el producto
interno usual en T(g0)Grq = R"! x R. Explicitamente nos queda

VWit Uy Wi

<U, w>(x7t) = <(d0L(x7t))_1U, (dgL(xjt))_1w> = o2 + VW, .

Donde L, ) es la traslacién a izquierda por (z,t) y v = (v1,...,0,) y w = (w1, ..., wy)
son dos elementos de T{, )Grqg = R ! x R. Luego se verifica facilmente que el mapa
f : Grg — H" definido por f(x1,...,z,) = (21, ..., T,_1,€") €s una isometria.

El espacio hiperbdlico real H"” es un ejemplo de espacio simétrico. Explicaremos
brevemente de qué se tratan estos espacios. Supongamos que M es una variedad Rie-
manniana conexa y x un punto de M. Existe una bola B C T, M en el cual el mapa
exponencial exp : B — M es un difeomorfismo sobre su imagen®. La simetria v — —v
en B induce un mapa en exp(B) al que llamaremos simetria local de centro z. Deci-
mos que M es simétrico si las simetrias locales con centros en puntos de M se pueden
extender a isometrias en M.

ITener en cuenta que estamos utilizando la misma notacién para el mapa exponencial de variedades
Riemannianas y el definido para grupos de Lie.
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Es sencillo probar que un espacio simétrico, simplemente conexo y de curvatura
negativa es homogéneo: dados dos puntos x e y, llamemos z al punto medio del segmento
geodésico que los une. La simetria de centro z lleva x en y.

El estudio de los espacios simétricos escapa a los objetivos de este trabajo por lo
que no entraremos en detalles. Sin embargo nos gustaria mencionar que existe una
clasificacion completa de los espacios simétricos de curvatura negativa, estos son:

Espacios hiperbdlicos reales H™.

Espacios hiperbdlicos complejos CH™.

Espacios hiperbdlicos de cuaterniones HH"™.

El plano hiperbdlico de octoniones CalH?.

Para més detalles sobre esta caracterizacién puede consultarse [Hei74, Seccién 5.

Comencemos a dar los primeros pasos hacia la comprension de las cuasi-isometrias
entre grupos de Heintze con la siguiente proposicién general sobre grupos de Lie:

Proposicién 3.1.2. Sea G un grupo de Lie y g,g dos métricas Riemannianas inva-
riantes a izquierda. Llamemos d y d' a las distancias inducidas por g y g respectiva-
mente. Luego id : (G,d) — (G,d’) es bi-Lipschitz.

Demostracion. Notemos ||v]|. = \/g(v,v) y ||[v||2 = v/ g.(v,v). Como todas las normas

son equivalentes en espacios de dimensién finita tenemos que existe C' > 0 tal que para
todov € T.G

1
Sllvlle < lvlle < Cllolle

C
En general, para x € G tenemos
1 1 N _ _
aMb=5M%%)%MSWQM)%MZMMSCWQM)WMZCMM

para todo v € T, G.

Si ahora a es una curva que une dos puntos z e y, se deduce directamente de la
desigualdad anterior que

1
Elongg(a) <long, () < Clong,(a).
Tomando infimos nos queda

1
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Como ya mencionamos en la Introduccién, lo anterior permite hablar de cuasi-
isometrias entre grupos de Heintze independientemente de la métrica Riemanniana
invariante a izquierda. Ademas, la proposicién anterior permite deducir directamente
el siguiente resultado:

Corolario 3.1.3. Dos grupos de Heintze con métricas invariantes a izquierda isomor-
fos son necesariamente cuasi-isométricos.

Luego parece natural comenzar nuestro estudio encontrando algunos isomorfismos
sencillos entre grupos de Heintze. Esto nos dara un primer panorama sobre las clases de
cuasi-isometria. Como el algebra de Lie de un grupo de Heintze N x,R es nx,R, donde
n es al algebra de Lie de N (recordar la Seccién 2.4), podemos traducir el problema a
encontrar isomorfismos entre estas algebras de Lie.

Proposicién 3.1.4. 1. Sean « y 8 son dos derivaciones de n = Lie(N). Si existe
un automorfismo de n que las conjuga entonces N X, R y N xgR son isomorfos.

2. Para todo A > 0 los grupos N x, R y N x,, R son isomorfos.

Demostracion. 1. Supongamos que v € Aut(n) es un automorfismo tal que § =
yay~!. Veremos que hay un isomorfismo entre n x, R y n x5 R. Esto, junto con
la Proposicién 2.4.5, implica que los grupos son isomorfos.

Definimos ® : n x, R — n x5 R por ®(X +7T) =X + T. Es claro que es lineal,
biyectivo y que es un automorfismo al restringirlo a cada uno de los factores. Sélo
resta probar que ®([T, X]) = [®(T), P(X)]. Pero esto es muy sencillo:

([T, X)) = ®(TaX) = TP(aX) = TyaX = TByX = [®(T), ®(X)]

2. Este punto es también muy sencillo, basta considerar el automorfismo © : n x,,
R — n Xy, R definido por O(X +T) = X + \7'T.

O

Observar que en el punto 1 de la demostracién se puede ver que

El punto 2 de la Proposicion 3.1.4 nos dice que existe una sola clase de cuasi-
isometria entre grupos de Heintze de dimensiéon 2. Es decir que todo grupo de Heintze
de dimension 2 es cuasi-isométrico al plano hiperbdlico. Hecho que por otro lado es una
consecuencia directa del Teorema de Uniformizacién (ver [DC92, Capitulo 8,Seccién 4]).

Ya mencionamos que todo grupo de Heintze es cuasi-isométrico a uno puramente
real. Para ilustrar esto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos en R? la derivacién

(11
“=\ -1 1)
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cuyos valores propios son 1 + 7y 1 —i. Procediendo de igual forma que en el Ejemplo
3.1.1 se tiene que la métrica Riemanniana invariante a izquierda en G, = R? x,R dada
por el producto interno usual en T )G, esta dada por

V1W1 + VaWa
(VW) = =5 +vsws,

donde v = (v1,v2,v3) ¥y w = (wy,ws,ws). Es decir que G, es isométrico a G4 =
R? x74R. Sin embargo estos grupos no son isomorfos, probemos esto por absurdo. Sean
ga V 914 sus algebras de Lie y supongamos que 7 : g, — @74 €S un isomorfismo. Al ser
un isomorfismo tenemos que 7 lleva g/, en g;,. Luego para X € g, tenemos

yaX =7[1, X| = [y1,7X] = [to, 7 X] + [Xo, 7 X] = tor X,

donde (1) = to+ Xj. De aqui se deduce que a y toId tienen la misma forma de Jordan,
lo cual es absurdo.

3.2. Caracterizacién de variedades homogéneas de
curvatura negativa

Sea M una variedad Riemanniana homogénea, conexa, de curvatura negativa. Ko-
bayashi ([Kob62]) prueba que una variedad de este tipo es siempre simplemente conexa
y por lo tanto difeomorfa a un espacio euclideo. Para el siguiente teorema citamos

La estructura de grupo de Lie de M saldra de un subgrupo de isometrias soluble. Sin
embargo no es claro en principio que este exista. Por ejemplo, Isom(H?) = PSL(2,R),
que no es soluble. Usaremos entonces el siguiente teorema, para el cual citamos [Wol64].

Teorema 3.2.1 (Wolf). Sea M una variedad Riemanniana homogénea, conexa, y de
curvatura no positiva. Entonces existe un grupo de isometrias de M soluble y transitivo.
Vamos a ver que ademas dicho subgrupo lo podemos tomar con otras buenas pro-

piedades.
Lema 3.2.2. Sea G < Isom(M) soluble y transitivo. Entonces:

1. La clausura G < Isom(M) también lo es.

2. Si G es cerrado entonces la componente conezxa de la identidad G, es un grupo
soluble, transitivo y cerrado.

. . ., —k =z
Demostracion. 1. Probaremos por induccién que G C G*. Para k = 0 es claro que
se cumple. Suponemos que es verdad para k, vemos que

G = [G*,G"] c [GF, G| C [GF, GH].

Para lo cual sélo falta probar la ultima inclusiéon. Sean g, — g y h, — h con

Gn, hn € G*. Luego gohng,th,t — ghg th™!, es decir que ghg th™t € [G*, G¥].
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2. Es claro que G, es cerrado y soluble. Veamos que es un subgrupo. Tomemos
g,h € G,y g hy dos curvas en G, que unen la unidad e con g e h respectivamente.
Luego g;h; es una curva que une e con gh.

Para probar que es transitivo es suficiente con ver que hay una orbita abierta.
Supongamos que tenemos g(p) = q y que existe {g,} C G con g, ¢ G, tal que
9n(p) = @n — ¢, luego g~ gu(p) — p-

Por Arzeld-Ascoli existe una subsucesién g, tal que g~'g, — h tal que h(p) = p.
Ahora g 'g,h ' — e € G.. Como para n suficientemente grande gg,h~' € G,
tenemos que g, estd en GG, para n suficientemente grande. Lo que contradice lo
supuesto.

]

La proposicién anterior nos dice que existe un subgrupo de isometrias G < Isom (M),
soluble, transitivo, conexo y cerrado. Como es cerrado en Isom(M) (que es un grupo
de Lie), entonces tiene estructura de grupo de Lie (consultar [Bal00]).

Proposiciéon 3.2.3. La variedad homogénea de curvatura negativa y conexa M admite
una estructura de grupo de Lie soluble con una métrica invariante a izquierda.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.11, tenemos que nuestro grupo GG puede escribirse
como producto semidirecto de L y K donde L < G es cerrado y k-soluble y K es
compacto. Recordemos que tenemos un subgrupo normal 7" de L que es compacto
maximal, estd incluido en el centro de L y L/T es simplemente conexo.

Como K es compacto, debe fijar un punto p en M (ver [Hel79, Teorema 13.5]). De
aqui sale facilmente que L es transitivo: para todo ¢ € M existe [k € G conl € Ly
k € K tal que lk(p) = l(p) = q.

Por lo tanto podemos identificar M con L/H, donde H = Stab(p). La compacidad
de H implica que H C T' C Z(L) (donde Z(L) es el centro de L), luego H es normal
y al tener un punto fijo debe actuar trivialmente en M. Como la accién de H en M es
fiel, se tiene que H = {Id}. O

La proposicién anterior nos permite identificar M con un grupo de Lie soluble G,
ahora nos resta estudiar la estructura del grupo G con la métrica inducida por su
identificacién con M.

El tensor de curvatura es una funcién R : X(G) x X(G) x X(G) — X(G) definida
por
R(X, Y, Z) = V[X,Y]Z —VxVyZ +VyVxZ,

donde V es la conexién de Levi-Civita y la curvatura seccional en un punto z € G'y
un plano en 7, G generado por u y v se calcula

K,(u,v) = (R(X,Y, X),Y),
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donde X(z) =u y Y(x) = v. La curvatura de un plano 7 en 7, G es K,(7) = K,(u,v)
con {u,v} base ortonormal de 7. Podemos definir la curvatura en g = Lie(G) como la
funcién k : g x g = R, k(X,Y) = K.(X(e),Y (e)). Como G tiene curvatura negativa
es claro que k(X,Y’) va a ser negativa para todo X e Y.

Para tener una férmula un poco més manejable para x estudiemos la conexion de
Levi-Civita en G restricta a los campos invariantes a izquierda. Sean X,Y y Z en g,
sabemos que

1. VxY — Vy X = [X,Y] (la conexién es libre de torsién).
2. (VxY, Z) +(Y,VxZ) =0.

Donde el segundo punto se debe a la compatiblilidad de la conexién con la métrica, y
a que (Y, Z) es constante. Luego tenemos

(VxY,Z) = —(Y,VxZ) = —{Y,V;X) — (Y, [X, Z])

= (2, X],Y) + (VzY, X)
=([Z2. X].Y) +(VyZ X) + ([2,Y], X)
= (2, X],Y) = [V, 2], X) = (Z,Vy X)
= (2, X],Y) = ([v, 2], X) = (Z,[Y, X]) = (2, VxY).
Entonces 1
(VxY,Z) = 5 (X, Y], 2) = [V, 2], X) + ([Z, X].Y))
Obtenemos entonces VxY = 1[X, Y]+ U(X,Y) con U bilineal simétrica dada por

1 1
para todo Z € g.
Calculemos ahora la curvatura seccional determinada por X,Y € g:
R(X,Y) = (R(X,Y, X),Y) = (Vixy1 X = VxVyX + VyVx X, Y)
1

(U(X[Y, X]),Y) = S {1X, U, X)L V) + UV, U(X, X)), Y)

N =N~

([, U(X, X).Y)

Aplicando (3.1) obtenemos

K(X,Y) = XV = Y XL X) — (X X VILY) - (Y UK V)L X)

SV XLUCGY)) — (X UYL Y) + (Y. U(X X)L Y
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Usando que <U(X7 )’U(Y7Y>> = <[U(X,X),Y],Y> y que <U(X, Yv),U(){'7 Y)> =
HUX,Y), Y], X)+ (U(X,Y), X],Y) nos queda

2

KX Y) = =S VI = S [V, [V XT)) — 3V, DX X YT + [0 V)P
(U0 X), UV, V)~ 1[IV, X, YD) — ¥ [, Y], X))
= XY — S0 I Y X)) — (0 X[, V)

+HIUX V)P = (UX, X), U(Y,Y)).

Una observacion importante a hacer en este punto es que la curvatura puede ser
definida para cualquier dlgebra de Lie con producto interno, via la férmula de arriba. De
aqui en mas trabajaremos con estos objetos, que son més simples que los grupos de Lie
con métricas Riemannianas. La siguiente proposicién nos da informacion importante
sobre la estructura de g.

Proposicién 3.2.4. Sea (g,(,)) un dlgebra de lie soluble con producto interno y
curvatura negativa. Luego se cumplen las siguientes condiciones:

(a) dim(g') = dim(g — 1) donde g’ = [g, g].

(b) Existe un vector unitario A € g ortogonal a g tal que la parte simétrica de
ad(A)|y es definida positiva.

(c) Si ad(A)ly = D+ S es la descomposicion en parte simétrica y antisimétrica
entonces D> + DS — 8D : g — ¢ es definida positiva.

Demostracion. Sea A un vector de norma 1 en (g')*. Si X es ortogonal a A entonces

KA, X) = [UCE VI~ (U(A, A), U X))~ 1A, X~ S(IA, 4, X]), X)
1 1

~ D61, AL A) = [0 V)P = 24, X1 -

; (14,14, X)), X)

Como la curvatura es negativa, [A, X] # 0 para todo X € A*. Es decir que ad(A)|4. :
At — g es inyectiva, lo que implica que dim(At) < dim(g’). Como g es soluble no
puede pasar que g = g/, y como A+ C g’ debe suceder que g’ = AL. Esto prueba (a).

Observamos que si Z es un elemento no nulo en el centro de g’, se cumple (X, Z) =

StUX,X)=MA+Y conY € ¢, se tiene
(U(Z,2),\A+Y)=XNUZ,2),A)+(U(Z,7),Y)
= <U(X7 X)7A><U<27 Z)7A> + <27 [Y7 Z]>
=(U(X,X),AU(Z,2),A).

32



Luego

KX, 2) = [UX, 2)|* - (U(X, X), A(U(Z, Z), A)
= |UX, 2)|” - ([A, X], X)([A, 2], Z).

Nuevamente la curvatura negativa nos dice que ([A, X], X)([A4,Z],Z) > 0 y por lo
tanto el signo de

(DX, X) = (D +8)X, X) = (|4, X], X)
no depende de X. Luego D es definida positiva o definida negativa, en el segundo caso
cambiamos A por —A y deducimos (b).

Ahora vamos a probar (c¢). Para esto tomemos A como en (b) y calculemos la
curvatura de la seccion determinada por Ay X:

KA, X) = [U(A, ) = (A X]IP ~ (A, [A, X]], X)
—MAMWKM%QWWAMU

Como A es perpendicular a g’ tenemos que U(A, A) = 0. Entonces

5(A,X) = [U(A, I = 2114, X2 ~ {[A,[4, X]) X).

Es fécil ver que U(A, X) = 3(S — D)X, de donde se deduce

K(A,X) = LS ~ D)X, (S~ D)X) ~ (S + D)X, (§ + D)X) ~ L((S + D)X, X)
3

(-8* +8D - DS + DX, X) — Z<(—52 — 8D+ DS + DX, X)

1
T4
%((82+SD+DS+D2)X X)

= ((-D* + SD——DS)X X) + %((SD+DS)X,X>
= ((— D2+SD DS)X, X)

Como esto es siempre menor a cero, D? + DS — 8D es definida positiva. H

Ahora consideremos ad : R — Der(g’) definida por ad(t)A = ad(tA) para todo
teR,ybh =g X R. Deaqui resulta que h = g por (A, X) — AA + X. En conclusion,
tenemos que g es isomorfo a un producto semidirecto de R con un &lgebra de Lie
nilpotente. Como D es definida positiva, la derivacion ad(A) tiene valores propios con
parte real positiva, de esta forma probamos la primera parte del Teorema 1.0.4.

Proposicién 3.2.5. Sea (g, ( , )) un dlgebra de Lie soluble con producto interno y de-
rivada g abeliana. Entonces admite una métrica Riemanniana con curvatura negativa
si y solo si cumple las condiciones (a),(b) y (c).
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Demostracion. Solo hay que probar que dichas condiciones implican que la curvatura
es negativa. Tomemos un plano 7 de g generado por {\A + uX,Y} donde X e Y son
ortonormales en g’ v A2 4+ ;2 = 1. Entonces

KA+ pX,Y) = Mr(AY) + 12X, Y).

Por un lado

mAYﬁwWAYW—amLMUMY»—%MMW—%WHAHM@
= (3(S ~D)Y, 5(§ ~ D)Y) = (S + D)V, (S + D)Y) — (S + DY)
i« _DS+SD—SY,Y) - z<(1>2 + DS —SD—S)Y,Y)
%((DQ + 8D+ DS + SH)Y,Y)

= —{((D*+DS - SD)Y,Y) <0.
Ademds, como g’ es abeliana

Suponiendo que U(X,Y) = MA+ Z, y U(Y,Y) = MgA + Zy con Zy y Zy en ¢, nos
queda

[T )P = ({UX,Y),UX,Y)) = (UX,Y), \A + Z3)

= ZHX[A Y] + 2V 4, X))
;1 (X,(D+8)Y) + A; (Y, (D + 5)X)

= M(DX,Y) = (DX, Y)DX,Y() = (DX,Y)?

Donde en la dltima igualdad usamos que \; = (U(X,Y), 4) = (DX,Y). De forma
similar se puede ver que (U(X, X),U(Y,Y)) = (DX, X)(DY,Y). Nos queda entonces

k(X,Y) = (DX,Y)> — (DX, X)(DY,Y).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz esto es menor a 0. Luego la curvatura de (g, ( , ))
es negativa. O

Ahora tomemos un algebra de Lie soluble cualquiera g con un producto interno
(, ) que cumple las condiciones (a),(b) y (¢). Tenemos la descomposicién ortogonal
g=RA®g. Si >0, definimos g, el dlgebra de Lie que sélo difiere de g en el corchete
entre RA y g’, que esta definido por

[A, X]x = MNA, X]

para todo X € g’ = g. Es claro que g y g, son dlgebras de Lie isomorfas.
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Proposicién 3.2.6. Sea (g,( , )) un dalgebra de Lie soluble con producto interno que
cumple (a), (b) y (c). Luego existe \g > 0 tal que (gy, (,)) tiene curvatura negativa para
todo A > ).

Demostracion. Por un argumento de compacidad?, es suficiente con probar que para
todo 2-plano m C g existe \g(7) > 0 tal que k)(7m) < 0 para todo A > A\g(7). Donde k)
es la curvatura seccional en g,.

Sea 7 el plano en g generado por aA + 38X e Y, donde o> + 82 =1y {X, Y} C ¢
es un conjunto ortonormal. Luego para A > 0 se tiene

ja(m) = ma(0A + BX, V)
= ||U>\(O./A + BXa YV)H2 - <U)\(OéA + ﬁXv aA + BX)a U/\(K Y))

= e+ BX, YL - {lad + BX, [ad + 5X, Y]y}, Y)

— A Va4 + 5Dy A + BX),

Desarrollando y agrupando los sumandos, obtenemos la siguiente expresion:
3 1
) = a? (10 V)P = (024, ), YY) = DRIA VI - 324 4V ) )
+ (52||U>\(X7 Y) ||2 - 62<U)\(Xa X)7 U)\(K Y)) + 2055<U)\(A, Y)a U)\(X7 Y)>)

- 208U X). OV + (=FIX VI = SOX X YILY) = S0 Y. X1, X))

# 308 (SIAYLIXYD - 34 XYY - 506 A YY) - 0 WAl 1)),

N | —

Para continuar el calculo estudiemos U,. Notemos Uy (X1, X3) = ax(X1, X2)A +
ba(X1,X5)Z, donde Z € ¢’ con | Z|| = 1. Luego

on(X1, Xa) = (UN(X, Xa), 4) = (A, X1, Xa) + 5014, Xala, Xo)
= qu’ Xl],X2> + %<[A, XQ],X1> = )\al(Xl,XQ).

De forma andloga se prueba que by (X7, Xo) = by (X1, X2) si X1, Xs € g’y b\ (X1, Xo) =

2La grasmanniana de dimensién 2 de g es compacta.
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Abi (X1, X3) si Xy o X5 son colineales con A. Utilizando esto obtenemos

ra(m) = NPk (A,Y) + B2ay (X, Y)? — Bai (X, X)a (Y, Y)
+2afa1(A,Y)a1(X,Y) — 2afBa; (A, X)ay (Y, Y))
+ A(2a8by (A, Y)by (X, Y) — 2a8b1 (A, X)b1(Y,Y)) + by (X, Y)? + by (X, X)by(Y,Y)

#3058 (~SIAYLIX YD - 34 XYY - 50X A YILY) - S0 YAl X)

#(SIEC VIR - S0 XYL Y) - S0V X)L X))
= M (a?k1(A,Y) + O (X, Y)) + Mo (X, Y) + C3(X,Y),

donde C1(X,Y),Co(X,Y) v C3(X,Y) no dependen de A. Observando que a;(A4,Y) =
a1(A, X) =0y que a;(Xy, Xo) = (DX;, Xs) para X;, Xy € ¢/, se tiene que

Ci(X)Y) = 52<<DX7 Y>2 — (DX, X)(DY,Y)).

Como D es definida positiva, la desigualdad de Cauchy-Schuarz nos dice que el término
C1(X,Y) es negativo. Por otro lado, como bien se ve en la prueba de la Proposicién
3.2.5, la condicién (c¢) implica que k1(A,Y) < 0. Por lo tanto x,(7), es un polinomio
en A\ con coeficiente principal negativo, lo que implica que existe ky(m) — 0 cuando
A — +o00. O]

Antes de terminar con la demostracion del Teorema 1.0.4 recordemos el siguiente
teorama clasico de algebra lineal:

Teorema 3.2.7 (de Gershgorin). Sea A = (a;;) una matriz compleja de n x n. Para
cadai €1,...,n sear; = Z#i lai;| y D; el disco cerrado de centro a;; y radio r; en C.
Luego

1. Los valores propios de A estin contenidos en | J;_, D;.

2. St Q= D; U...D,, es disjunta de la union del resto de los discos, entonces en
Q hay exactamente k valores propios (contados con multiplicidad como raices del
polinomio caracteristico).

Teorema 3.2.8. Sea g un dlgebra de Lie soluble. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. g admaite un producto interno con curvatura negativa.

2. dim(g') = dim(g — 1) y existe A € g tal que los valores propios de adA|y tienen
parte real positiva.
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Demostracion. La implicacién (1) = (2) sale directamente de (a) y (b) de la Propo-
sicién 3.2.4 (es facilmente verificable que una matriz real con parte simétrica definida
positiva tiene valores propios con parte real positiva).

Veamos (2) = (1). Para esto primero buscaremos un producto interno con el cual g
cumpla las condiciones (b) y (¢) (la condicién (a) es automatica). Tomemos en g’ una
base { X1, ..., X,,} para la cual la matriz asociada a ad(A)|y quede formda por bloques
de Jordan correspondientes a los valores propios reales y bloques de la siguiente forma:

a f
o

—p

S O+
O v~ O

—f

donde « + i3 son valores propios conjugados. Si cambiamos los unos por ceros en la
matriz asociada a ad(A)|y en dicha base, nos queda otra matriz a la que en esta ocasion
llamaremos casi-diagonal.

Sean ai,...,a, € Ry B={a1Xj,...,a,X,}. La matriz asociada a ad(A)|y en la
base B nos queda formada por bloques en la diagonal de la forma

Qit1
[ s
Sit2
K Ai+1
1]

donde p es un valor propio real, y otros de la forma

« ﬁaifl aif2 0
a; a;
_B a; a 0 ;43
Q41 a(il+1
143
T
;43
Dado ¢ > 0 podemos tomar af, ..., a; positivos de forma tal que la matriz asociada

a ad(A)|y enlabase B, = {A,a5X1,...,a;X,}, ala que llamamos M., quede formada
por bloques de la forma

- a [ e 0
'u,us -6 a 0 ¢
1 Y @ b
8 «
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Es decir que M. converge a una matriz casi-diagonal cuando ¢ — 0, lo que implica
que las partes simétrica y antisimétrica

D. = (Mo + MI) v 8. = (M.~ M?)

1
2
convergen a una diagonal y a la matriz nula respectivamente. Luego cuando ¢ — 0 las
entradas diagonales de D, y D?+D.S. —S.D. convergen a reales positivos mientras que
el resto de las entradas convergen a cero. Podemos tomar entonces ¢ suficientemente
chico para asegurarnos, por el Teorema 3.2.7, de que ambas matrices simétricas sean
definidas positivas. Habiendo elegido € correctamente, tomemos { , ) el producto interno
que hace ortonormal a B,, luego (g, ( , )) cumple (b) y (c).

Ahora podemos aplicar la Proposicion 3.2.6. Tomemos A suficientemente grande
para que (g,, ( , )) tenga curvatura negativa. Luego el isomorfismo entre g, y g induce
un producto interno en esta iltima con curvatura negativa. O]

Con el teorema anterior finaliza la prueba del Teorema 1.0.4 ya que un grupo de
Heintze cumple la segunda condiciéon para A =1 € R.

3.3. Borde de un grupo de Heintze

En esta seccién vamos a estudiar los aspectos particulares del borde al infinito de
un grupo de Heintze.

Para comenzar tomemos un grupo de Heintze G = N x, R con algebra de Lie g.
Observemos que si g es su algebra de Lie, entonces el grupo de Heintze correspondiente
al dlgebra g, es Gy = N x,, R. En la prueba del Teorema 3.2.8, podemos ver que
es posible tomar en g un producto interno ( , ) que cumpla las condiciones (a), (b) y
(c), tal que n L Ry ||1|| =1 (llamaremos a la métrica Riemanniana inducida por este
producto interno una buena métrica).

Consideremos ahora A suficientemente grande para que (g, ( , )) tenga curvatura
negativa acotada por arriba por —1 (observar en la prueba de la Proposicién 3.2.6
que esto es posible). Luego G con la métrica invariante a izquierda derivada de ( , )
es un espacio CAT(-1). Trabajaremos a continuacién con el grupo G, y la métrica
Riemanniana mencionada, a la que notaremos por g,.

Observacion 3.3.1. Las subvariedades Ny = N x {t} son invariantes por traslaciones
a izquierda de N. Luego los espacios tangentes también lo son. Llamemos ¢} a la
métrica Riemanniana restricta a N; y d; a la distancia Riemanniana correspondiente.
Dado t € R, se tiene que la traslacién a izquierda por (e,t) es una isometria entre
(No, 9%) v (Ng, gb). Luego si 7y, : R — Aut(N) es el morfismo dado por \a, se tiene que

do(z,y) = de(a(t)z, TA(1)Y).
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Por otro lado, es facil verificar que las subvariedades R, = {2} x R forman una
foliacién invariante por la accién a izquierda de GG. En conjunto obtenemos una des-
composicion ortogonal en el fibrado tangente TGy, mds precisamente se tiene T{, Gy =
TizyNe ® T R,

Notamos por v, : R — G, a la curva vertical v,(t) = (x,t). Ademéds definimos
Vi Ve ¢ [0,400) = R por v () = 7a(t) ¥ 7, (t) = 7=(—1).
Proposicién 3.3.2. Consideremos la métrica Riemanniana gy en G. Luego:

1. Las curvas v, son geodésicas de (G, gy).

2. Los rayos v, son todos asintdticos.

3. Los rayos vy, pertenecen a clases del borde diferentes.

4. Todo rayo geodésico es asintdtico o bien a un vy, o bien a cualquiera de los ;.

Demostracion. 1. Veamos que 7y es una geodésica, luego como las traslaciones a
izquierda son isometrias el resto de las curvas verticales también lo seran.
Primero tomemos una curva v : [a,b] — G, tal que v(a) = (0,t1),v(b) = (0,t2)
con t; < ty. Pongamos v = (71,72) con 71 € Ny 715 € R.

long(y) = / K)oy = / IGO0, 10.30) it
> / 10,32 (6)) 1oyt = / 10, 72(8)) e
:/ﬂ%@musz—hy

Es fécil ver que long(yo|jt,,1,]) = (t2 —t1) y ademds esta curva estd parametrizada
por longitud de arco.

2. Definimos ¢, : Gy — G por ¢(z,t) = (x,t + s). Observemos primero que
||d(e,0)¢s<X’ T) “?e,s) = H (d(e,O)L(_O%s) (X7 T) ||?e,0) = || (e—saX7 T) ||%e,0)

= lle™ X[+ ITl6 = le™™XIIe + AT

Es decir que d(.,0)¢s es una contraccién si s > 0 y una dilatacién si s < 0. Ademas,
como ¢, conmuta con las traslaciones en N y estas son isometrias, tenemos que
d(z,0)¢s contrae o dilata vectores. Por lo tanto, para valores negativos de s, ¢s|n,
contrae la longitud de toda curva que une dos puntos de Ny. Mas aun, dicha
longitud tiende a cero cuando s — +00.

3. En la prueba del punto anterior se ve que las distancias tienden a +oo cuando
5 — —00.
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4. El borde al infinito de una variedad simplemente conexa de curvatura negativa
de dimension n es homeomorfo a una esfera de dimensién n — 1. Observamos que
el espacio de las clases de los rayos 7, , al que notamos en principio por X, es
homeomorfo a N y por lo tanto a un espacio euclideo. Por otro lado, al agregarle
[vZ] tenemos la compactificacién por un punto de X y por lo tanto una esfera.
Luego X U [y/] es una esfera, por lo que debe ser todo el borde.

O

En 0G), hay un punto distinguido, que es la clase de los rayos 7., y que notamos por
oo. Luego podemos identificar los puntos de 0,,G\ = 0,,Gy — {0} con N mediante
x +— [7,]. Observar que en lo que hicimos hasta aqui no es necesaria la condicién
CAT(-1). Es més, todo se cumple para cualquier A, inclusive A = 1. En particular hay
un punto marcado oo en dG (0o no depende de la buena métrica definida en G). La
ventaja de tomar el A\ elegido es que resulta més sencillo trabajar con las métricas
visuales en su borde.

Observemos que N x {0} es una horoesfera centrada en (e,0) a la que notaremos
por H. Luego la métrica visual parabdlica d 3, queda definida en N = 0,,G por

lim e~z @t—d0a ()7 (*)
t—+00

dOO,H ('Iv y) =

Y

donde d es la distancia Riemanniana en G.

Proposicién 3.3.3. La distancia de 3(2,y) cumple las siguientes propiedades:

1. Es continua con respecto a la topologia original de N.
2. FEs invariante por traslaciones a izquierda.

3. Para todo t € R se cumple que doo 3(Ta(t) 2, o (t)y) = €'doo (Ta(x), TA(Y)).

Demostracion. El primer punto sale de que si x, — = e y, — y entonces

(Y, (8); Yy (8)) = d(72(t), 7 (1))

uniformemente en conjuntos acotados inferiormente de R. El segundo es obvio a partir
de la invarianza por traslaciones de la métrica Riemanniana.

Veamos el tercero:

doo (2, y) = Sginoo o3 (25=d(vx(5)(5)) — SEIJPOO o~ 3(25=d(Lo,0) (.5),L(0,0)(1:5)))

— lim e 3@s—d(m®zt+s),(MOYt+9))) — o=t iy e 3 @5T2—d(Vry (12 (t+5)77, (1) (£+5)))
s—+00 s—+00

= e oo n(Ta(t), TA()Y).
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Proposicién 3.3.4. St p es una cuasi-métrica en N que cumple las condiciones 1,2
y 3 de la Proposicion 3.5.3, entonces

1. Las esferas S(z,r) ={y € N : p(z,y) = r} son compactas.

2. p es bi-Lipschitz equivalente a doo 3.

Demostracion. Por las condiciones 2 y 3 es suficiente con probar que S = S(e, 1) es
compacta. El conjunto & = exp~!(S) es cerrado en n.

Supongamos que no es acotado, luego existe una sucesion {X,},en € & con
| X, = +o0, donde || || es una norma en n. Notemos por z, = exp(X,) € S. Pa-
ra cada n € N existe ¢, € R tal que |[e""*X,,|| = 1. Como la esfera unitaria en n es
compacta, existe X € n con || X|| = 1 y una subsucesién e"+*X,, — X. Para no cargar
la notacién supongamos que np = n. Es importante observar que t, — —oo, luego

ple,7(ty)z,) = ep(e,x,) = e'» — 0y por lo tanto 7(¢,)z, — e. La continuidad de

exp v la igualdad
exp(e Xy) = 7(tn)2n

implican exp(X) = e, lo que es absurdo porque X # 0.

Para probar la segunda parte vamos a ver que si p; y ps son dos cuasi-métricas que
cumplen las condiciones 1,2 y 3, entonces son bi-Lipschitz equivalentes.

Observemos que como p; y ps son invariantes por traslaciones a izquierda de IV,
basta con probar que existen C,Cs > 0 tales que para todo x € N, se cumple

Clpl(evx) < p2(67x> < ngl(e,fﬂ)-

Llamemos S; a la esfera de centro e y radio 1 con respecto a p;. Como S; es
compacta se puede definir

m =min{ps(e,z) : x € S1}, M = méx{pa(e,x) : v € S1}.

Dado un punto cualquiera z € N, tomamos ¢t € R tal que 7(t)z € S;. Por la propiedad
3y como py(e, 7(t)x) = 1, se tiene que p;(e, z) = e '. Luego nos queda

m < po(e,7(t)x) < M = m < e'py(e,x) < M
= mpl(eax) S p2(67l') S Mpl(evr)'

]

Llamaremos de aqui en mas cuasi-métrica visual parabdlica a cualquier cuasi-métri-
ca en N que cumpla con las condiciones de la Proposicion 3.3.3 con respecto a la
derivacion Aa. Entre ellas se encuentara la siguiente:

(7, y) = €', donde t = inf{s : d,(7.(s), 1, (s)) < 1}. (3.2)
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<+ Yy(t) N

Ahora volvamos a nuestro grupo original G = N x, R. Alli también es posible
definir una cuasi-métrica de forma andloga a 3.2. La llamaremos ¢°. En este caso ¢ no
serd bi-Lipschitz equivalente a una métrica propiamente dicha, como lo era ¢S, pero
como vimos en la Proposicién 2.1.6, existe ¢ > 0 tal que (02)€ sf lo es. Procediendo de la
misma forma que antes podemos observar que las cuasi-métricas que cumplen con las
condiciones de la Proposicién 3.3.3 (cambiando 7, por 7) son bi-Lipschitz equivalentes
a 00, y llamaremos a las representantes de esta clase cuasi-métricas visuales parabdlicas
de N con respecto a la derivacion .

En general notaremos por o, a cualquiera de las cuasi-métricas visuales parabdlicas
asociadas a «, aunque usaremos simplemente o para indicar dicha cuasi-métrica cuando
no exista ambigiiedad. Diremos también que (N, g,) es el borde visual parabdlico el
grupo de Heintze N %, R.

Llamemos 6 al isomorfismo natural entre Gy G5. Su diferencial en el origen d. )0 :
nx,R — nx,,R estd dado por dep)0(X+T) = X +A7'T. Observemos que f|y = Id y
que 7 (t) = 7(\t) (ya que d.7(\t) = e*®). Ademas es claro que 6 actiia en las geodésicas
por reparametrizaciones. Luego podemos obtener una férmula explicita para dicho
isomorfismo: 0(z,t) = (z, \~'t). Es claro que 90 lleva co en oo y que es la identidad en
el resto del borde, que es identificado con N.

Proposicién 3.3.5. Las cuasi-métricas g, Y 0xra SON cuasi-simétricamente equivalen-
tes.

Demostracion. Denotemos por d; y th a las distancias Riemannianas en N, como sub-
variedades de G' y G, respectivamente. Consideramos la funcién ¢, : NgR — Ny,
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¢s(x,t) = (z,t + s). Luego se tiene que
(2, y) = dy(ma(=t)z, Ta(=t)y) = do(ma(—t)z, TA(~1)y)

= do(T(=At)z, T(=At)y) = dx(z,y),

de donde se deduce directamente la tesis. O

Juntando todo lo visto hasta ahora tenemos lo siguiente:

Proposicién 3.3.6. Sean G = Ny X, R y Gy = Ny xgR dos grupos de Heintze y 0o y
op dos métricas visuales parabolicas en Ny y Ny con respecto a o y 3 respectivamente.
Si F : (Gy, 0a) = (Go,0p) es una cuasi-isometria que lleva 0o en 0o, entonces Ox I :
(N1, 0a) = (N2, 0p) es una cuasi-simetria.

Demostracion. Tomemos 61 y 05 los isomorfismos naturales entre Gy y G} = Ny %y, R
y entre Gy y G = Ny x5 R respectivamente, donde A y p son suficientemente grandes
para que los grupos G7 y GY sean CAT(—1). La cuasi-isometria ® = 6, 0 F o 0] :
G? — GY preserva el infinito, luego, por lo visto final de la Seccién 2.3, el mapa en
el borde visual parabdlico 0P : (N, 0xa) — (N2, 0,3) €s una cuasi-simetria, donde
Oxa Y Opp SOn cuasi-métricas visuales parabdlicas en Ni y Ny con respecto a Aa y uf3
respectivamente. La prueba termina evocando la Proposicién anterior. O

Para terminar vamos a desembarazarnos de la hipdtesis que F' preserve el punto
marcado oco. Para esto probemos lo siguiente:

Proposicién 3.3.7. St G1 y G son dos grupos de Heintze cuasi-isométricos, entonces
existe una cuasi-isometria que preserva oo.

Demostracion. Estudiemos la accion del grupo de cuasi-isometrias de un grupo de Hein-
tze G sobre el borde 0G, al que notamos por Qlsom(G). Las traslaciones a izquierda
por elementos de N estan incluido en Isom(G), entonces Isom(G) actia transitivamente
OsG. Tenemos por lo tanto las siguientes opciones:

(a) Qlsom(G) actia transitivamente en 0G.

(b) Qlsom(G) fija co.

Es claro que, conforme a esta clasificacion, los grupos GG; y GGo son de la misma na-
turaleza, pues cumplir con una condicion o la otra es un invariante por cuasi-isometrias.

Si G1 y G estan en la primera clase, no hay nada que probar. Ocupémonos entonces
del caso en el que Qlsom(G) y Qlsom(Gs) fijan co. Para distinguir los puntos marcados
de los dos grupos escribiremos 0oy y 00s.

Tomemos F' : G; — G5 una cuasi-isometria tal que f(oco1) # 00y, donde f = JF,
y sea F' = G5 — (G1 una cuasi-inversa. La condicién de ser cuasi-inversa implica que
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OF" = f~1. Notemos xz = f~1(00) e y = f(0c01), y tomemos z € G, diferente a ooy y
a y, y notemos w = f~1(z). Vamos a encontrar una cuasi-isometria de G5 que lleve z
en oos, llegando a una contradiccion.

Como mencionamos anteriormente existe una isometria de Gy a la que llamaremos
¢, cuyo mapa de borde 0¢ lleva w en x. Ahora si consideramos la cuasi-isometria
O =Fo¢poF' :(Gy — Gy, tenemos

00 = fodpo f(2) = ooy.

Lo que es absurdo. O

Combinando las Proposiciones 3.3.6 y 3.3.7 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.3.8. Si dos grupos de Heintze G1 = N1 Xo R y Go = Ny xg R son cuasi-
1S0métricos Y po Y 0 son dos métricas visuales parabolicas en Ny y Ny con respecto a
a y [ respectivamente, entonces (N1, 04) y (N2, 05) son cuasi-simétricos.

Por ultimo vamos a probar un lema que nos sera ttil en varias ocasiones.

Lema 3.3.9. Sea K < N un subgrupo T-invariante con 7 : R — Aut(N) determinado
por «. El dlgebra de Lie de K, al que notamos por £, es a invariante. Sea ademds
0o una cuasi-métrica visual parabdlica asociada a «. Luego .|k €s una cuasi-métrica
visual parabdlica asociada a als.

Demostracion. Basta observar que g,|x cumple las condicién 3 de la Proposicién 3.3.3
puesto que 1 y 2 son directas. Esto viene directamente del hecho de que la accién por
automorfimos en K no es otra que 7 : R — Aut(K) definida por 7(t) = 7(t)|x para
todo t € R. El lector puede verificar rapidamente esta igualdad derivando en e € K el
automorfismo 7(t). O

3.4. Grupos de tipo Carnot

Definicién 3.4.1. Una estratificacion en un algebra de Lie g es una familia de subes-
pacios no triviales {Ey, ..., Es} de forma tal que

Lg=E®.. oE,
2. [Ey, E;] = Eiyq para todo r = {1,...,s}, donde F,; = {0}.

Un élgebra de Lie junto con una estratificacion se denomina dlgebra de Lie estratificada.

Observaciéon 3.4.2. Sig= F; @ ... @ E, es un algebra de Lie estratificada entonces:
1. g es nilpotente.
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2. La subalgebra generada por Ej es g.
3. g=FE1 &gl

Un algebra de Lie estratificada g = E; @ ... ® F, admite una familia de automor-
fismos a un pardmetro 6, : g — g (¢t € (0,+00)), donde 6,(X) = t'X para X € E;. Si
ahora tomamos § = E; @ ... ® E; dlgebra de Lie estratificada vemos que un morfismo
¢ : g — § cumple que ¢(E;) = E; para todo i € {1,...,s} siy sblo si conmuta con 6;
para todo t > 0. En este caso diremos que el morfismo preserva los estratos.

Definicién 3.4.3. Un grupo de Lie G es de Carnot si su algebra de Lie asociada
admite una estratificacion.

Si G es un grupo de Carnot con algebra de Lie g = F; ®...® E, tenemos que existe
para cada t > 0 un tdnico automorfismo ©; : G — G que cumple d.0; = 0;. Diremos
que un morfismo entre dos grupos de Carnot h : G; — G5 preserva los estratos si
conmuta con O, para todo t > 0. Esto resulta ser equivalente a que el correspondiente
mapa en las dlgebras de Lie H : g; — g2 preserve los estratos.

Consideramos en G el fibrado HG (subfibrado del fibrado tangente T'G) dado por
H,G =d.L,(F,) donde x € G. Si ||.|| es una norma en E;, podemos extenderla a HG
para que sea invariante a izquierda, es decir, ||d.L,(v)|. = ||v]| para todo =z € Gy
v E V.

Definicién 3.4.4. Definimos la distancia de Carnot-Carathéodory entre dos puntos x e
y de G, notado por d..(z, y), como el infimo de las longitudes de las curvas diferenciables
tangentes a HG que unen dichos puntos.

La distancia de Carnot-Catathéodory esta bien definida: todo par de puntos puede
ser unido por una curva tangente a HG (ver Teorema de Chow [LeD]). Ademads es una
métrica compatible con la topologia de G.

Definicién 3.4.5. Sean G; y G5 dos grupos de Carnot con distancias de Carnot-
Carathéodory d; y dy v sean U; C G y Uy C Gy abiertos. Un mapa f : Uy — Us es
Pansu diferenciable en x € U si existe un morfismo que preserva los estratos h : G; —

G, tal que
AU ), A )

- 0.
i d(x,y)

En ese caso diremos que h es el diferencial de Pansu de f en z y lo notamos por df (z).

La siguiente nocién es similar a la de cuasi-simetria vista en la introduccién.

Definicién 3.4.6. Supongamos que f : (X, p1) — (Y, p2) es una biyeccién entre espa-
cios cuasi-métricos. Sea x € X y t > 0, se define

_ sup{pa(f(2'), f(2)) : pr(a’,2) < 8}
mf{py(f(2'), f(2)) : pr(a’,2) >t}
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El mapa f es A-cuasiconforme si f y f~! son continuos y

limsup Hy(z,t) < A
t—0

para todo z € X. Decimos simmplemente que f es cuasiconforme si es A-cuasiconforme
para algin .

En general un mapa cuasisimétrico es cuasiconforme. En el caso de los grupos de
Carnot, un mapa cuasiconforme es localmente cuasisimétrico ([HK98]).

El siguiente teorema se debe a Pansu ([Pan89c|).

Teorema 3.4.7. Consideremos dos grupos de Carnot G1 y Ga, y dos conjutos abiertos
Uy C Gy yUy C Gyg. Sea f: U — Uy un mapa cuasiconforme. Luego f es Pansu
diferenciable para casi todo punto. Mas aun, df es un isormorfismo para casi todo
x € Uy. Donde la madida utilizada es una de Haar del grupo G.

Supongamos ahora que « es una derivacién en un &dlgebra de Lie n = Lie(V)
con valores propios positivos 1 = A; < ... < Ag. Recordemos que a menos de cuasi-
isometrias podemos elegir el menor valor propio de la derivacion de un grupo de Heintze.

Si la subalgebra generada por el subespacio propio asociado a A, al que notaremos
por-Ey, es n, entonces N es un grupo de Carnot. Diremos en este caso que N x, R es
un grupo de Heintze de tipo Carnot.

Por otro lado si g = E1®...® F, es un algebra de Lie estratificada, podemos definir
una derivacion o cuyos espacios propios sean Fy, ..., F. Esto lo hacemos simplemente
poniendo a4ly; = Id y extendiendola a todo g. Observar que aplicando esto para el
caso del algebra n, se tiene o, = a.

Con esto tenemos que todo grupo de Carnot N con élgebra de Lie n es el conmutador
de un grupo de Heintze de tipo Carnot N x,, R.

Proposicién 3.4.8. La distancia de Carnot-Carathéodory en N es una cuasi-métrica
visual parabolica con respecto a .

Demostracion. Debemos probar que se cumplen las tres condiciones de la Proposicion
3.3.3. La continuidad es obvia a partir del hecho de que d.. es compatible con la
topologia de N. La invarianza por traslaciones a izquierda también es evidente ya que
|.]] 1o es.

Veamos el ultimo punto. Si v es una curva tangente al fibrado HG que une x con
y, la curva 7,(t)7y es una curva que une 7,(t)x con 7,(t)y y es también tangente a HG.

Para calcular la longitud de esta ultima observemos que

dy (Ta (t)) = deLTa(t)xeta (deLx)_l .
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Esto sale directamente de lo siguiente:

Ta(t) © Lo (y) = Ta(t)(2y) = Ta(t)(2)7a(t)(y) = Lry @) © Tat)(y)-

Luego
long(7a(t /||d (7a ()Y ()l rat)r(s)ds
/ud L0199 (L)) (o185
- / €' (de L) ~4(5) s
= [ L))l

-~ / I405) o

= e'long(v)

Esto indica que deo(74(t)z, 7o (t)y) < e'dec(z,y). Tomando v con extremos en 7,(t)z y
To(t)y v aplicando 7,(—t), tenemos la otra desigualdad. O

Recordemos que aqui estamos suponiendo que A\; = 1, sin embargo, por la Propo-
sicién 3.3.5, tenemos en el caso general, que si N x, R es un grupo de tipo Carnot,
entonces una cuasi-métrica visual parabdlica g, en N es bi-Lipschitz equivalente a d!

Si existe una cuasi-isometria entre dos grupos de Heintze de tipo Carnot Ny x, R
y N2 x5 R que fije el infinito, entonces el mapa inducido por dicha cuasi-isometria en
los bordes visuales parabdlicos es cuasi-conforme y por lo tanto Pansu diferenciable
en casi todo punto. El Teorema 3.4.7 dice ademas que el diferencial es un isomorfismo
entre los grupos N; y Ny que preserva los estratos. Luego podemos probar el siguiente
corolario:

Corolario 3.4.9. (Pansu) Dos grupos de Heintze de Tipo Carnot Ny 1, R y Ny xgR
son cuasi-isométricos si y solo si son isomorfos.

Demostracion. Para el reciproco basta recordar el Corolario 3.1.3. Para probar el di-
recto comenzamos observando que « y 3 son diagonalizables y sus subespacios propios
dan las estratificaciones de ny = Lie(/N7) y ny = Lie(V;). Sabemos que existe un iso-
morfismo v : n; — ny que preserva los estratos, luego este debe mandar los subespacios
propios de una en los de la otra. Esto implica que ya = 7. Es una verificacién sim-
ple probar que ® : n; x, R — ny x, R, definida por ®(T + X) = T + y(X) es un
isomorfismo. O

Por tltimo observemos que si N X, R es un grupo de Heintze y € es una subalgebra
incluida en el algebra generada por los vectores propios asociados a A1, y si ademas €
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es a-invariante, entonces K x|, R es un subgrupo de N %, R, donde K es el subgrupo
conexo de IV cuya dlgebra de Lie es £. Luego K x|, R es un grupo de tipo Carnot, y por
el Lema 3.3.9, tenemos que la restriccién a K de una cuasi-métrica visual parabdlica
asociada a a es bi-Lipschitz equivalente a d', donde d, es la métrica de Carnot-

cc)

Carathéodory en K y A; es el menor valor propio de a.
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Capitulo 4

Fibrados Invariantes y Regularidad
de Cuasi-isometrias en el Borde

Este capitulo tiene principalmente dos objetivos. El primero es encontrar ciertas
estructuras en el borde de un grupo de Heintze que sean invariantes por la accién de
cuasi-isometrias. El segundo es probar, usando la existencia de dichas estructuras, que
bajo ciertas condiciones los mapas inducidos en el borde por las mismas son homeo-
morfismos bi-Lipschitz.

4.1. Un teorema de rigidez

Como probamos en el capitulo anterior, los mapas inducidos en los bordes visua-
les parabdlicos de grupos de Heintze por cuasi-isometrias son homeomorfismos cuasi-
simétricos entre espacios cuasi-métricos. En esta secciéon se prueba que bajo ciertas
hipétesis dichos mapas son bi-Lipschitz.

El contenido de esta seccion es extraido de [LX15]. Mas adelante mostraremos que
nuestro caso se encuentra bajo las hipotesis del resultado principal del esta seccion.

Recordemos que la distancia de Hausdorff entre dos subconjuntos A y B de un
espacio cuasi-métrico (X, p) se define como

disty (A, B) = méax {sup p(a, B),sup p(b, A)} :
acA beB
Definicién 4.1.1. Decimos que dos conjuntos A y B son paralelos si dados a,a’ € A,
b,t/ € B se cumple p(a, B) = p(a’, B) = p(A,b) = p(A,1'). Observar que en este caso
disty (A, B) = p(A, B).

Definicién 4.1.2. Sean A > 0, L > 1. Decimos que un espacio cuasi-métrico (X, p)
es un (A, L)-fibrado cuasi-métrico si admite un cubrimiento U por cerrados disjuntos,
llamados fibras, con las siguientes propiedades:
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1. Las fibras son (A, L)-snow-flake equivalentes a un espacio métrico geodésico no
acotado: para cada U € U, existe un espacio métrico geodésico no acotado (U, d)
tal que (U, p) es L-bi-Lipchitz equivalente a (U, d*).

2. Las fibras paralelas no son aisladas: para toda U € U existe una sucesién {U, } €
U de fibras distintas y paralelas a U tal que disty(U,,U) — 0.

3. Las fibras estan a distancia positiva, es decir que si U y V son dos fibras distintas,
entonces p(U, V) > 0.

4. Las fibras que no son paralelas estan a distancia de Hausdorff infinita. Diremos
en este caso que dichas fibras divergen.

El resultado principal de esta seccién es el siguiente.

Teorema 4.1.3. Sea f : (X, p1) — (Y, p2) un homeomorfismo cuasi-simétrico entre
dos (A, L)-fibrados cuasi-métricos que lleva fibras en fibras. Luego f es bi-Lipschitz.

Fijemos entonces f un homeomorfismo ¢-cuasi-simétrico como en las hipotesis del
Teorema 4.1.3.

Lema 4.1.4. Si dos fibras U y V' son paralelas, entonces f(U) y f(V) también lo son.

Demostracion. Supongamos que f(U) y f(V) no son paralelas, luego deben diverger.
Podemos asumir que existe una sucesién {z;} en U tal que po(f(z;), f(V)) = +o0.
Como U y V son paralelas, para todo i existe v; € V tal que pi(z;,v;) = p1(U, V).
Usando que las fibras son snow-flake equivalentes a un espacio geodésico no acotado
podemos ver que en U hay puntos a distancia arbitraria de cualquier punto. Luego
para todo i existe u; € U tal que py(x;, u;) = p1(xs, v;).

Como po(f(x;), f(V)) — 400, tenemos po(f(x;), f(v;)) — 400. La condicién de
cuasi-simetria y el hecho de que py(z;,u;) = p1(x;, v;) implican que po(f(z;), f(u;)) —
+00.
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Luego como las fibras paralelas no estan aisladas podemos tomar U’ # f(U) paralela
a f(U). Tomemos y; € U’ tal que pa(f(xi),y:) = p2(f(U),U’). Luego

p2(f (i), yi)
p2(f(xi), f(ui))

y por la condicién de cuasi-simetria de f~!, tenemos

pr (i, [ (wi) _ i, ()
pl(U7 V) p1<xi7ui)

De aqui se deduce que py(x;, f~(y;)) = 0. Como z; € Uy f~(y;) € f~1(U’) tenemos
que p1(U, f~1(U")) = 0, lo que contradice que la distancia entre las fibras es positiva.
O

—0

— 0.

Lema 4.1.5. Existe K1 > 1 tal que para dos fibras paralelas Uy y Uy en X y para todo
par de puntos p,q € Uy que satisfacen

1. pi(p,q) = Lp1(Uy, Us).
2. p2(f(p), f(@)) = Lpa(f(UL), f(Ua)).

Se tiene

1 pa(f(U), f(U2)) _ pa(f(p), fla)) <K p2(f(Uh), f(Us))
K, o0  —  plpg) — 00 (UL 0s)

Demostracion. Sabemos que existe ()Z' ,dq) geodésico y un mapa L-bi-Lipschitz h :
(U1, p1) — (X,d?). La hipétesis 1 implica

d1<h<p)a h(Q)) > p1<U17 Uz)%-

Tomemos un entero k > 2 tal que

>

(k — 1)y (Uy, Us)x < di(h(p), h(q)) < kp(Uy, Us)3.

La propiedad bi-Lipschitz de h implica

1
Z(k — 1)*p1(Ur, Uz) < pa(p, @) < LK pi(Uy, Uy). (4.1)
Como (f(, dy) es geodésico, existen puntos pg = p, p1,...,pr = q en U tales que

1
51U U2 < di(h(pe), hpisa)) < pr(Un, Un)3

para todo 7. Tenemos entonces

1
ﬁpl(Uly Us) < p1(piy piv1) < Lp1(Uy, Us).
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Como U; y U, son paralelas, el lema anterior implica que f(U;) y f(Us) también
lo son. Consideramos para cada i € {0,...,k}, un punto ¢; € U, de forma tal que

p2(f(pi), f(@:)) = p2(f(Ur), f(Uz)). Tenemos
p1(is Piv1) < Lp1(Ur, Us) < Lpa(pis i),
y como f es ¢-cuasisimétrico se cumple

p2(f(pi), f(pisa)) < @(L)p2(f(pi), (i) = o(L)pa(f (U), f(U2)).

_ Consideramos otro espacio geodésico (Y, dy) y un mapa L-bi-Lipschitz g : (f(Uy), pa) —
(Y,d3). Luego

da(g 0 f(pi), g0 f(pir1)) < @(L) X pa( F(UL), f(UR))3.
La desigualdad triangular para la métrica dy implica
da(g o f(p).g 0 F(p)) < k(Lp(L))> pa(f (1), F(U2))3.
Luego por la propiedad bi-Lipschitz de g tenemos
p2(f(p), f(q)) < Ld3(go f(p),g0 f(q) < LPo(L)k p2(f(U1), f(Us)).

Juntando esto con 4.1 obtenemos

p2(f(p), (@) _ L*o(L)k* po(f(Uh), f(U2)) < 2)\L3p2(f<U1>7f<U2>)
pp,g) = /L(k—=1)2p(Ur,Uz) — p1(Ur, Uz)

Usando el mismo argumento para f~! y los puntos f(p) y f(q) obtenemos la otra
desigualdad. O]

Lema 4.1.6. Para dos fibras paralelas Uy y Us en X, y dos puntos p,q € Uy, se cumple

1 p(f(U), f(Ua)) _ pa(f(0) fla)) Kspz(f(Ul),f(Uz))
K} p(ULU) = pilpg) — 0 (U Us)

donde K, sdlo depende de A\, L y ¢.

Demostracion. Tomemos Uy, Uy, p v ¢ como en las hipétesis y dos puntos pg,qo € U;

tal que pi(po,qo) > Lp1(U1,Us) y pa(f(po), f(q0)) > Lp2(f(Ur), f(Uz)). Por el lema

anterior se tiene que

1 pa(f(Uh), F(U2)) < p2(f(po), f(q0)) <K pa(f(Uh), f(Us))
K pULU)  — ppeg)  — 0 pULU)

Podemos tomar una sucesién de fibras {U, },>3, paralelas a Uy, y que converja a esta
ultima. Para n suficientemente grande

min{p:(p,q), p1(po,q0)} > Lp1(U1,U)
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y
min{pa(f(p), f(q)), p2(f (po), f(0))} > Lp2(f(U1), f(Un))

Ahora, si aplicamos el lema anterior a Uy, U,, p y q tenemos

1 pa(f(U), f(UR)) _ pa(f(p) f(9) _ K p2(f(UL), f(Uy))
K. pULU)  — pe T pUGU,)

De forma similar tenemos

1 pa(f(UL), f(Un)) < p2(f(po), f(q0)) <K p2(f(UL), f(Un))
K p0LU0) = o)~ (0T,

de lo que sigue
1 () f(w) _ p2(f(p). f(9) _ r2p2(f(P0), f(%0))
K2 pilpe,ao)  — plpe) T mpoq)
De donde se deduce la tesis. O

Este lema nos dice que si U es una fibra en X, entonces f|; es bi-Lipschitz con una
constante que puede depender de U. El siguiente lema prueba que puede tomarse una
constante no dependiente de U.

Lema 4.1.7. Eziste C > 1 tal que f|y es C-bi-Lipschitz para toda fibra U.

Demostracion. Fijemos dos fibras U; y Us en X. Por el lema anterior existen C y Cs
tal que f|y, es Cy-bi-Lipschitz y f|y, es Co-bi-Lipschitz.

Sea M > 1 una constante para las cuasi-métricas p; y po. Fijemos 1 € Uy y x5 € Uy
y tomemos y; € Uy y y2 € U, tales que
pr(w1,y1) = p1(x2,92) = 10M py (21, 72).

La desigualdad cuasi-triangular en X aplicada a x1, x5 e y; implica

(22,y2) = (w1,91) < pr(w2,y1) = 2Mpy (21, y1) = 2M p1(22,Y2).

Wm mm
Luego, la condicién de cuasisimetria implica

p2(f(x1), f(y1))
p(2M)

< pa(f(z2), f(y1)) < w(2M)pa(f (1), f(1))

p2(f(22), f(y2))
(2M)

de donde se deduce

1

g0<—2M>2PQ(f(ffEl)» ) < pa(f(xa), f(y2)) < @(2M)?pa(f (1), f(11)).

< pa(f(22), f(41)) < 0(2M)p2(f (2), f(y2)),

Tomando C' = Cyp(2M)? tenemos lo que buscabamos. O
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Demostracion del Teorema 4.1.53. Sean p 'y q dos puntos arbitrarios de X,y U y V dos
fibras en X de forma tal que p € Uy ¢ € V. Tomemos x € U tal que pi(p, z) = p1(p, q).
Luego

p2(f(p), f(q)) < o(1)p2(f(p), f(x)) < Co(1)pr(p,x) = Cop(1)pr(p, q)-

Si hacemos lo mismo con f~! obtenemos la otra desigualdad. O

4.2. Cohomologia de Orlicz

En topologia algebraica la teoria de cohomologia es una herramienta poderosa para
encontrar invariantes topoldgicos. De la misma forma, en geometria, puede utilizarse
una teoria similar para encontrar invariantes por cuasi-isometrias. Estas teorfas de
cohomologia consisten en construir espacios funcionales asociados a espacios métricos.

En nuestro caso dichos espacios funcionales seran los llamados espacios de Orlicz.
La teoria de cohomologia de Orlicz es una generalizacién de la cohomologia [P ([Pan89a,
BP03, Pan07]). Esta visién més general permite encontrar invariantes mas finos que
los que se han logrado encontrar mediante la cohomologia [P.

Este capitulo pretende mostrar algunas definiciones y resultados que seran utiles
mas adelante, dejando los detalles a un lado. Para un estudio més profundo de los temas
aqui tratados se recomienda leer [Pial6]. Nuestro principal objetivo es encontrar un
candidato a fibrado cuasi-métrico invariante por cuasi-isometrias en el borde parabdlico
de un grupo de Heintze que nos ubique en las hipétesis del Teorema 4.1.3 y que nos
sirva como punto de partida para encontrar otros invariantes.

4.2.1. Espacios de Orlicz

Antes de definir la cohomologia de Orlicz veamos algo de espacios de Orlicz. Para
esta seccion referimos a [RR91].

Una funcion de Young es un funcién convexa ¢ : R — (0,+00) que satisface
#(0) = 0y limy_, 10 ¢(t) = +00. Consideremos ahora un espacio de medida (€2, A, u)
con i o-finita. Para una funcién medible f : 2 — R definimos la norma de Luzemburgo

de f como
I = fas0: [ o(L)ansaf,

donde inf{@)} = +oc. El espacio de Orlicz 1.%(9) es el cociente del espacio vectorial de
las funciones medibles f : @ — R con || f]l4 < oo por las funciones con norma cero.
Este resulta ser un espacio de Banach con la norma || ||5. Si 4 es la medida de conteo

escribimos 19(£2).
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Lema 4.2.1. Para K > 1, el mapa identidad id : L¥¢(Q, u) — L®(Q, 1) es continuo y
biyectivo, y ademds || ||kg y || || son bi-Lipschitz equivalentes.

Si p es una medida finita, entonces L?(€, 11) estd contenido en L'(€2, i) y la inclusién
es continua. En particular, si g es una medida de Radon en un espacio localmente
compacto, las funciones en L?(Q, 1) seran localmente integrables.

Definicién 4.2.2. Una funcién de Young ¢ es duplicante si existe to > 0y K > 2 tal
que ¢(2t) < K¢(t) para todo t € [0, to].

Observemos que como ¢’ es no decreciente, entonces tenemos

/
W
(1)
para todo ¢t > 0. Consideramos
, t¢'(t)
= lim su € |1, +o0|.

Luego ¢ es duplicante si y so6lo si pg < +o00. Es importante notar que si ¢ es duplicante,
luego f € L®(Q, u) si y sélo si

/Q Oy < +oo.

Una funciéon de Young duplicante tiene decaimiento polinomial con exponente p
para cualquier p > py. Esto significa que existe ¢y > 0y C' > 0 tal que ¢(t) > Ct? para
todo ty € [0, to].

Definicién 4.2.3. Sean ¢ y ¢2 dos funciones de Young. Escribimos ¢ =< ¢, si existen
a,b > 0y ty > 0 tal que ¢o(t) < apy(bt) para t < ty. Decimos que ¢1 y ¢o son
equivalentes, y escribimos ¢1 ~ ¢, si ¢; <X Po ¥ ¢g =< ¢1.

El siguiente Lema nos dice, para el caso numerable, que sélo nos interesa el com-
portamiento de las funciones de Young duplicantes en un entorno de cero.

Lema 4.2.4. Sea ) un conjunto numerable y ¢1 y ¢o dos funciones de Young equiva-
lentes. Entonces las normas || ||, y || ||l¢, son bi-Lipschitz equivalentes.

Ahora si ¢ es una funcién de Young duplicante, siempre podemos cambiarla por
una equivalente para la cual la condicién de ser duplicante se cumpla para to = +o0.

Lema 4.2.5. Sea ¢ una funcion de Young duplicante con constantes K y to = +o0.
Luego para todo y > 0 y x € [0,1] tenemos x*¢(y) < ¢(zy)
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4.2.2. Cohomologia de Orlicz simplicial

Consideremos un complejo simplicial de dimension finita X con una distancia d que
cumple con las siguientes condiciones:

1. Cada simplejo es isométrico a un simplejo euclideo estandar.

2. Es uniformemente contractible: toda bola B(x,r) es contractible en B(x,r") don-
de " sélo depende de r.

3. Tiene geometria acotada: existe una constante N tal que todo vértice esta con-
tenido en a lo sumo N simplejos.

Notar que existe una funcién Nx : [0,+00) — N tal que toda bola de radio r > 0
contiene a lo sumo Nx(r) simplejos y que Nx(1) = N.

Puede que la teoria de cohomologia simplicial parezca alejada de nuestros objeti-
vos, puesto que nos interesa trabajar con grupos de Heintze. Mas si tenemos en cuenta
que existe una teoria analoga para variedades Riemannianas. Sin embargo, como que-
dara claro mas adelante, existe una correspondencia entre ambas.

Para k € N sea X}, el conjunto de los k-simplejos en X y Cy(X) el espacio vectorial
de las k-cadenas en X. Es decir, las combinaciones lineales finitas de elementos de Xy,
o mas formalmente las funciones ¢ : X;, — R con soporte finito.

Sea ahora ¢ una funcién de Young. El k-espacio de co-cadenas ¢-integrables es por
definicién el espacio de Banach [?(X}). Es decir, el espacio de funciones w : X — R

tales que
, w(o)
[wll = in {a> E ¢(a)_ }<oo

ceXy

El operador de coborde &, : 1?(Xy) — 19(X}41) es definido por 6 (w)(0) = w(do). Es
facil probar que J; esta bien definido como operador acotado, esto sale directamente
de la convexidad de ¢, de la geometria acotada de X y del Lema 4.2.1.

Definicién 4.2.6. El k-espacio de [?-cohomologia de X es el espacio vectorial topolégi-
co

I°HN(X) = Ker(6,) /Im(0,_1).

El k-espacio de [?-cohomologia reducida de X es el espacio de Banach

PH(X) = Ker(5,)/Tm(0r_).

El siguiente es uno de los resultados centrales de esta secciéon. Como dijimos ante-
riormente, su prueba puede leerse en [Pial6].
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Teorema 4.2.7. Sea ¢ una funcion de Young, X e Y dos complejos simpliciales con
métricas que cumplen las condiciones 1 — 3. St X e Y son cuasi-isométricos entonces
para todo k los espacios I H*(X) y I?H*(Y') son isomorfos como espacios vectoriales
topolégicos. Lo mismo se cumple para la cohomologia reducida.

El isomorfismo inducido por una cuasi-métrica F' : X — Y es un mapa F* :
IPH*(Y) — I?H*(X), denomado pull-back (ver [Pial6, Seccién 3]).

4.2.3. Cohomologia de Orlicz-De Rham de grado 1

Tomemos M una variedad Riemanniana simplemente conexa y completa con cur-
vatura de Ricci acotada por debajo y radio de inyectividad positivo. Denotamos por
dx al elemento de volumen de M.

En estas condiciones M es cuasi-isométrico a un grafo simplicial geométrico Xp;
(ver [Kan85]). Es posible construir un complejo simplicial cuasi-isométrico a X, que
cumpla las condiciones 1 — 3, cuyo l-esqueleto sea Xj; y tal que el mapa borde 0; sea
trivial (ver construccién del complejo de Rips en [BH99, Seccién 3.23]). Sin embargo,
como s0lo nos va a interesar la cohomologia en grado, no habra diferencia entre trabajar
con este complejo de Rips y trabajar directamente con Xj;.

Sea Z>°(M) el espacio de las 1-formas diferenciales cerradas en M equipadas con
la norma de Luxemburgo:

||w\|¢:1’nf{a>0:/Mqﬁ(|c:|>dx§1}€[0,+oo],

donde |w,| es la norma de operador.

Definimos
Z3 (M) ={we Z>(M) : ||w|lg < +oo}.

Su completacién Z,(M) es el espacio de las 1-formas ¢-integrables en M que tienen
derivada exterior débil nula.

Sea C2°(M) es el espacio de funciones diferenciables ¢-integrables. La derivada
exterior d : CF(M) — Z(M) es acotada si en C3°(M). Consideramos la norma
|ullg + [|dul|¢. El operador d se puede extender a la completacién de C5°(M), es decir,
las funciones ¢-integrables en M con derivada débil ¢-integrable. Luego definimos el
primer espacio de cohomologia de Orlicz-Rham de M como el cociente

LOHY (M) = Z4(M)/Im(d).
Puede probarse que L H'(M) es isomorfo a

{we LL(M) : ||dully < +o0} / {u € LOM) : ||dully < +o0} ® R,

loc
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donde R indica las funciones constantes. De acuerdo a esta identificacion, se puede
probar también que todas las clases contienen una funcion diferenciable. El siguiente
teorema relaciona esta nocién de cohomologia con la cohomologia simplicial definida
mas arriba.

Teorema 4.2.8. Si M es una variedad Riemanniana con las hipdtesis de antes, en-
tonces LY HY(M) y I? HY (X ;) son isomorfos.

4.2.4. Espacios de Orlicz-Besov
Sea (Z,dy) un espacio métrico compacto que cumple las siguientes propiedades:
(1) Es uniformemente perfecto, es decir, existe una constante C' > 1 tal que para
todo z € Z y r < diam(Z) se tiene B(z,r) — B(z, R/C) # (.
(2) Posee una medida boreliana duplicante u: para toda bola B(z,r) se tiene que
0 < u(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)) < 40,

donde C' es una constante que no depende de z ni de r.

Puede probarse que las propiedades (1) y (2) son invariantes por cuasi-simetrias.

Decimos que d es una métrica Ahlfors-reqular en Z si existe una constante C' > 1
tal que la @-medida de Hausdorff 77 (con @ la dimensién de Hausdorff) cumple

Cr9 < #(B(z,1)) < Cr@

para todo z € Z y r < diam(Z). Las propiedades (1) y (2) implican que existe una
métrica d en Z, cuasi-simétricamente equivalente a dy que es Ahlfors-regular. Es més,
toda medida duplicante en (Z, d) es escencialmente una medida de Hasudorff para una

métrica Ahlfors-regular d cuasi-simétricamente equivalente a dy (ver [Hei01, Capitulo
14]).

Tomemos ahora una funciéon de Young ¢ y d una métrica Ahlfors-regular en Z tal
que la dimensién de Hausdorff de (Z,d) es Q. Notemos por A al conjunto {(z,2) : z €
Z}. Para f: Z — R medible definimos la ¢-norma por

(f)s = fnf {a >0 /MAqb (M) IN(z1. ) < 1}

donde
d% & d%(Zl, ZQ)

d(Zl, 22)2Q

El espacio de Orlicz-Besov de (Z,d) para la funcién ¢ es por definicién

d)\(Zl, 22) =

B%(Z,d) ={f:Z — R: f medible y (f)s < +oo}.
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Si notamos por R a las funciones que son constantes J#-ctp, entonces B?(Z,d)/R es
un espacio de Banach equipado con ( ).

Tomemos ahora un complejo simplicial (X, d) que cumpla las condiciones 1 — 3 de
la Seccién 4.2.2, ademas de las siguientes:

4. Es hipebdlico en el sentido de Gromov.

5. Es cuasi-estrellado: todo punto de X estd a una distancia uniformemente acotada
de un rayo geodésico.

Luego tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.2.9. Sea ¢ una funcion de Young duplicante, y p una distancia visual

eliptica Ahlfors-reqular en 0X. Luego existe un isomorfismo de espacios de Banach
entre I’HY(X) y B*(0X, p)/R. En particular [ H'(X) es reducida.

Vamos a explicar brevemente como es este isomorfismo. Para esto primero obser-
vemos que [?H'(X) es isomorfo al espacio {f : Xo — R : dof € 1?(X1)}/(19(Xy) + R),
donde R indica el espaio de las funciones constantes. Dicho isomorfismo es inducido
por el operador de coborde dg.

Definamos ahora las coordenadas polares en el 1-esqueleto de X (que es cuasi-
isométrico a X). Sea R, el espacio de rayos geodésicos que parten de g y 7z : Ryy —
0X la proyeccién definida por 7, (r) = limy_, o 7(t). Exite una seccién medible de
Tags 01 0X = Ry, € — 0 (la prueba de la existencia puede verse en [Par05]). Ahora
si f: Xo— Restal que dyf € [?(X;), definimos para £ € X, en caso de que exista,

Ful©) = lim_f(0c(1).
El mapa f — f. inducird el isomorfismo entre {f : Xo — R : dof € 1?(X;)}/(19(Xy) +
R) y B*(0X, p).

Corolario 4.2.10. Si ¢ es una funcion de Young y o1 y 0o son distancias visuales
en los complejos simpliciales cuasi-isométricos X e Y (que cumplen las condiciones
1 —5), entonces los espacios de Orlicz-Besov B®(0X, 01) y B®(0Y, 02) son isomorfos
como espactos de Banach.

Por [BP03, Seccién 2], todo espacio métrico compacto y Ahlfors-regular es homeo-
morfo a 0.X para algiin complejo simplicial X como arriba, y la clase de cuasi-isometria
de X depende tunicamente de la clase de cuasi-simetria de Z. Luego los espacios de
Orlicz-Besov de Z son invariantes por cuasi-simetria.

Consideremos el algebra de las funciones continuas en el espacio de Orlicz-Besov

A? = A?(0X,p) = {u € B?(0X,p) : u es continua} .
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Esta es un édlgebra de Banach unital equipada con la norma Ng(u) = |lull + (u)e. El
espectro de A%, denotado por Sp(A?), es un espacio topolégico compacto invariante por
isomorfismos de algebras de Banach, en particular es invariante por cuasi-isometrias

de X.

El especto de A? es un espacio cociente de X, donde la relacién de equivalencia
estd dada por ¢ ~y (' siy s6lo si u(¢) = u(¢’) para toda u € A?. Luego dichas clases
en 0X son preservadas por cuasi-isometrias de X.

4.2.5. Localizacion

Aunque esta parte estd hecha méas en general en [Pial6], vamos a suponer aqui que
nuestro complejo simplicial X es CAT(-1). De este modo nos ahorraremos algunos
detalles en las definiciones. Consideremos £ un punto en 90X y o una métrica visual
parabdlica centrada en el punto £. Trataremos aqui con espacios y dlgebras de Fréchet,
para cuya teorfa bésica referimos a [Gol90].

Llamemos Y(X,&) a la coleccién de encajes cuasi-isométricos ¢ : Y — X con
0u(0Y) C 0¢X, donde Y es otro complejo simplicial hiperbélico con geometria acotada.
Denotamos por ¢* al pull-back definido anteriormente. Luego definimos el espacio de
k-cocadenas ¢-integrables del par (X, &) como

l¢>

loc

(X, &) ={7: X = R:*(7) € 1°(Y), Ve € V(X, )}

Donde X} e Y} indican el conjunto de k-simplejos de X e Y respectivamente. Puede

verse que lf;c(X k, &) es un espacio de Fréchet y los operadores de coborde

O 17 (Xk, &) — llqﬁ)c(Xk-‘rhg)

* “loc

son Lipschitz. Luego podemos definir los espacios de cohomologfa local [ del par (X, €)
como

12 HA(X,€) = Ker(6,)/Im(0,_1).

loc
La cohomologia ¢ reducida se define de forma anédloga tomando cociente por I'm(d;_1).
La cohomologia local [? es un invariante por cuasi-isometrias. Es decir que si F :

X7 — X5 es una cuasi-isometria, entonces para todo k se tiene que lf;cH F(X1,8) y

12 _H*(X,,dF (€)) son isomorfos como espacios vectoriales topolégicos (1o mismo sucede

par la cohomologia reducida).

Como sucede con la cohomologia global, podemos identificar la cohomologia local
de Orlicz en grado uno con un espacio local de Orlicz-Besov en ¢ X. Dicho espacio se
define como

B? (0:X,0) = {u:0:X = R: (u)yex < +00,¥V K C e X compacto},

donde ( ), x es la norma de Orlicz-Besov para el espacio (K ).
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Teorema 4.2.11. Sea ¢ una funcion de Young duplicante y o una métrica visual
parabolica en 0¢ X que es Ahlfors-reqular. Luego existe un isomorfismo candnico de es-
pacios de Fréchet entre IJ (X,€) y Bl (0:X, 0)/R. En particular I (X,€) es reducida.

loc

El teorema anterior muestra entonces que las cuasi-isometrias preservan los es-
pacios de Orlicz-Besov en el borde parabdlico. Es decir que si F' : X — Y es una

cuasi-isometria y o¢ ¥ 0r() son métricas visuales parabdlicas en 0: X y Op()Y respec-
tivamente, entonces B;@C(agx , 0¢) es isomorfo a Bﬁc(ﬁp(g)Y, or()). Con respecto a la
condicién de Ahlfors-regularidad de la métrica visual parabdlica es importante men-
cionar que para un espacio CAT(—1) se da que las distancias visuales elipticas son
Ahlfors-regular si y sélo si las distancias visuales parabdlicas lo son (ver [Wil08, Sec-

cién 6]).
Consideremos ahora la cohomologia [? local continua

¢ _ AP
Ag—A

loc

(0¢X, 0) = {u e B? (0: X, 0) : ues continua} )

loc

El espacio A? es un algebra de Fréchet conmutativa y unital equipada con la familia
de seminormas multiplicativas

Pu(u) = lJullk, + (W) K.,
donde K, es una sucesién creciente de compactos cuya unioén es todo d¢X.

Su espectro Sp(Af) es un espacio topologico de Hausdorff invariante por isomorfis-
mos de dlgebras de Fréchet. Este es isomorfo al cociente J¢ X/ ~4, donde la relacién
~¢ es definida por ¢ ~4 ¢’ siy sélo si u(¢) = u(¢’) para toda funciéon u € A? Las
clases de esta relacién, llamadas clases de cohomologia local [?, deben preservarse por
cuasi-isometrias.

4.2.6. Aplicaciones a grupos de Heintze

Sea G = N x, R un grupo de Heintze puramente real. Como vimos en el Capitulo
3, podemos tomar A > 0 suficientemente grande para que Gy, = N X,, R, con una
métrica Riemanniana como en la prueba del Teorema 3.2.8, sea CAT(-1). Equipamos
05 G con una métrica visual parabdlica p.

Sean A\; < ... < A4 los valores propios de Aa, cuyos subespacios propios genera-
lizados son Vi,...,Vy. Consideremos ademés para cada i el subespacio V°, generado
por los \;-vectores propios asociados a los sub-bloques de Jordan de tamano maximo.
Ahora consideramos las subdalgebras de Lie u; y b;, generadas por los subespacios

Wi =@\ Ve, y Wi =Wy @V
respectivamente. Aqui W es trivial.
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Definimos U; y H; como los subgrupos de Lie de N conexos cuyas algebras de Lie
son u; y b; respectivamente. Por ltimo definimos m; como el tamano del sub-bloque
de Jordan mas grande asociado a ;.

Observemos que aqui los espacios de Orlicz-Besov (tanto global como local) en el
borde estan bien definidos y son invariantes por cuasi-isometrias. Esto es asi ya que
G es cuasi-isométrico a un complejo simplicial con las hipétesis 1 — 5, la condicion de
Ahlfors-regularidad se deduce de las condiciones de la Proposiciéon 3.3.3. Luego todas
las construcciones hechas anteriormente, en particular A? y A? y sus espectros, son
invariantes por cuasi-isometrias.

Tomemos la familia de funciones de Young duplicantes
I
¢p,k<t>

~ log(e + [t
con (p, k) € I =[1,400) X [0, +00).

Teorema 4.2.12. Para i = 1,...,d consideremos el exponente p; = tr(Aa)/\; y pon-
gamos pg+1 = 1.

1. Sip € (pis1,pi) y k >0, entonces el espectro de AZE s homeomorfo a N/U;.
2. Sip=p; ym; =1 entonces:

a) Sik <1, el espectro de A% es homeomorfo a N/U,.
b) Sik > 1, el espectro de A% es homeomorfo a N/U;_;.

3. Sip=p,m>2yke(l+p(m;—2),1+pi(m;—1)), entonces el espectro de
A%* es homeomorfo a N/H;_y.

En particular, en todos los casos, las clases de la cohomologia local 17+ en N coinciden
con las coclases a izquierda de los subgrupos correspondientes.

El Teorema 4.2.12 nos dice en particular que si tenemos una cuasi-isometria entre
grupos de Heintze CAT(-1) que preserva el infinito, entonces su extensién al borde debe
preservar las coclases de los grupos H; y U; correspondientes a cada uno de ellos.

Como el isomorfismo canoénico entre Gy GG, preserva las coclases a izquierda de los
subgrupos H; y U;, vemos que la hipétesis de que sean CAT(-1) puede ser eliminada.
En particular los subgrupos H; y U; asociado a un grupo de Heintze N x, R seran
importantes mas adelante. También nos referiremos a ellos como H, y U,, y notaremos
ba ¥ U, a sus algebras de Lie.

Por dltimo, el teorema 4.2.12 junto con la tiltima obervacién de la Seccién 3.4 y el
corolario 3.4.9 implican el siguiente corolario.

Corolario 4.2.13. Sean G1 = Ny xR y G5 = Ny xg R dos grupos de Heintze pura-
mente reales. Si existe una cuasi-isometria entre ellos, entoces H,, Xal,, Ry Hg X By, R
son isomorfos. En particular, st G es de tipo Carnot entonces Gy también lo es.
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4.3. Distancia de Hausdorff entre coclases

Consideramos en esta seccion un grupo de Lie nilpotente conexo y simplemente
conexo NN, dotado de una distancia visual parabdlica o,, donde a es una derivacion
en n = Lie(N) con valores propios reales positivos A\ < Ay < ... < A4. Sea h una
subdlgebra propia de n y H el correspondiente subgrupo conexo de N.

El objetivo de esta seccién es estudiar cuando dos coclases a izquierda de H estan
a distancia de Hausdorff finita. Esto nos dara otras foliaciones invariantes en el borde
a partir de la obtenida en la primera secciéon del presente capitulo.

Lema 4.3.1. Sea ( , ) un producto interno enn. Para todo j1 > \g eziste una constante
c >0 tal que
ol X < 0ale, exp X)*

para todo X € n con g,(e,exp X) > 1.

Demostracion. Consideremos C' = max{||X]|| : X € n,o,(e,exp X) = 1} que es fi-
nito porque {z € N : p,(e,x) = 1} es compacto por 3.3.4. Fijemos X € n con
Oa(e,exp X) > 1y sea z = exp X. Elegimos t € R tal que

0ale, T(t)z) = €'0ale, z) = 1.

Notar que ¢t < 0. Como 7(t)x = exp(e'®X), tenemos que |e“X| < C. Observar
que de la féormula de la exponencial de matrices se deduce que existe un polinomio p
tal que
e X

p(t)
donde p(s) ~ ¢;|s|™! cuando s — —oo, siendo ¢; > 0 y ng la dimensién del espacio
propio generalizado asociado a A\g. Dado p > A;, podemos elegir una constante ¢ > 0
tal que

le"* X} =

eskd

> e’ para todo s < 0.
p(s)

De las anteriores desigualdades se deduce que coe'[| X || < C, y luego
Co
o IX 1 < cale; exp X)7.

O

Supongamos que K es un subgrupo conexo de N y € su dlgebra de Lie. Como g,
es invariante a izquierda, para todo x € N, tenemos

disty (Kz, K) = 04(z, K).
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Aqui disty estd en funcién de g,. En particular, si x estd en el normalizador N(K) =
{y € N :yxy~! € K}, entonces

disty(zK, K) = disty (Kz, K) = 0,(z, K) < oc.

Esto muestra que si las coclases K e yK estan en la misma coclase a izquierda de
N(K), entonces se encuentran a distancia de Hausdorff finita. Ademads en este caso son
paralelas ya que para todo k € K se tiene

disty (x K, yK) = 0a(zk, yK) = 04(z K, yk).

Supongamos ahora que K es un subgrupo normal 7-invariante de N. Usando
lo anterior vemos que g, induce una cuasi-métrica 9, en N/K por g,(zK,yK) =
disty (K, yK) para la cual la proyecciéon w : N — N/K es 1-Lipschitz. Por otro lado
¢ es invariante por « y por lo tanto induce una derivacién de n/€ con valores propios
positivos a dada por

a(X 48 =a(X)+¢t (4.2)

Lema 4.3.2. 9, es una cuasi-métrica visual parabolica en N/K asociada a &.

Demostracion. Debemos probar las tres propiedades de la Proposicion 3.3.3. La con-
tinuidad y la invarianza a izquierda son facilmente verificables, probemos la tercera
propiedad.

Llamemos # : N — N/K y Il : n — n/¢ a las proyecciones candnicas. Observa-
mos que 7w o exp = expoll, donde exp de ambos lados de la igualdad indica el mapa
exponencial correspondiente. Luego para todo ¢ € R tenemos

mor(t)r =7 oexp(e) = expoll(e*X) = exp(e“X).

Como K es t-invariante, 7(t)m(z) = 7(7(t)x) = 7(t)(xK) define la accién por auto-
morfismos correspondiente a &, y luego

0a(T()z K, T(t)yK) = da(m((t)z), m(7(t)y))

= 0u(7(t) (xK), 7(t) (yK)) = ' o(z K, y K).

El siguiente lema es probado para grupos de tipo Carnot en [LX15].

Lema 4.3.3. Dos coclases a izquierda de H estan a distancia de Hausdorff finita si y
sdlo si estdn contenidas en la misma coclase a izquierda de N(H). Ademds en ese caso
las coclases son paralelas.

64



Demostracion. Ya observamos que si dos coclases a izquierda de H estan en la misma
coclase a izquierda de N(H), entonces estan a distancia de Hausdorff finita y son
paralelas.

Nos resta probar la otra implicacién. Para esto vamos a hacer induccién en el indice
de nilpotencia de N. El caso abeliano es obvio ya que N(H) = N. Supongamos ahora
que la afirmacion es cierta para grupos de indice de nilpotencia menor a m.

Sea Z el centro de N. Luego el grupo cociente N/Z tiene indice de nilpotencia
a lo sumo m — 1. Tomemos dos coclases a izquierda de H, contenidas en diferentes
coclases a izquierda de N(H). Como g, es invariante a izquierda, podemos asumir
que estas coclases son H y xH con x ¢ N(H). Esto significa que existe hy € H tal
que x thor ¢ H. Si m: N — N/Z es la proyeccién canénica, tenemos las siguientes
opciones:

L n(x) ¢ N(x(H)); o
2. (z) € N(n(H)) y por lo tanto w(x~'hz) € m(H) para todo h € H.

En el primer caso podemos aplicar la hipétesis de induccion: 7 (z)m(H) = m(xH) y
m(H) deben estar a distancia de Hausdorff infinita. Luego como 7 es una contraccion,
la distancia de Hausdorff entre H y xH debe ser también infinita.

Supongamos que se da el segundo caso. Sea X, Yy € ntal queexp X =z yexpYy =
ho, y definamos h(()t) = exp(tYy) para t € R. Notar que h(()t) estd también en H. Para

todo t € R, existe h; € H tal que h;lx’lh(()t)$ € Z. Esto es porque W(zflh(()t)x) en(H).
En particular, xilh(()t)x € N(H).

Por la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, como
-1 - adj—x (Yo)
x  hox = exp —_— H,
0 (z 00)

tenemos que

L ad (Y,
W;:§ &;{*!(O)—Y(sz)-
J=0

Ademas, notar que para todo t tenemos

> adj_ tY;

j=0

Sea h un punto en H y consideremos Y € f tal que expY = h. Luego, como tYy + tW
estd en el normalizador D(h), podemos escribir

h_lx_lh(()t)x = exp(Y (t) + tW)
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conY(t) ehytW &b.

Podemos ponerle a n un producto interno que haga W ortogonal con h. Luego
1Y () +tW 2 = [Y (O + [ ]* = W%

Como W es un vector fijo no trivial, podemos encontrar un ¢ suficientemente grande
para que g, (exp(Y (t) + tW),e) > 1. Fijemos p > Ay, Luego por el Lema 4.3.1, existe
c > 0 tal que

inf “5Y2) > ff oY > .
inf 0a(h, 2™ ho"x) 2 fnf c[Y'(t) + W w2 c(t|W]])»
Esto implica que

disty (zH, Hz) = disty(H, 2~ Hz) > sup c(t| W) = oo.
t>0

Recordemos que H and Hz estan siempre a distancia de Hausdorff finita. Luego con-
cluimos que disty(xH, H) = oc.

]

Queremos probar que las coclases de los grupos H, definidos en la Seccién 4.2.6
forman un (A, L)-fibrado cuasi-métrico. Luego de probar los siguientes lemas, contare-
mos con todos los ingredientes para hacerlo. El primero de estos lemas es extraido de
[LX15], el segundo esta adaptado de una prueba del mismo articulo al caso Carnot.

Lema 4.3.4. Sin es un dlgebra de Lie nilpotente y b es una subalgebra propia, en-
tonces el normalizador N(h) es estrictamente mayor a §y. Luego si H es un subgrupo
de Lie conexo de un grupo de Lie nilpotente N, se tiene que su normalizador N(H) es
estrictamente mayor que H.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en el indice de nilpotencia de n. El caso
abeliano es obvio ya que N(h) = n. Supongamos entonces que la tesis se cumple para
algebras de Lie k-nilpotentes. Tomemos n con indice de nilpotencia k + 1 tal que existe
una subalgebra b que cumple N(h) = h. En este caso el centro de n, al que llamamos
3, estd contenido en b, luego h/3 es una subdalgebra de n/3, que es k-nilpotente.

Por hipétesis de induccién existe X € n tal que X +3 € N(h/3) pero X ¢ h/3. Esto
es absurdo ya que para todo Y € b se tiene

(X, Y]+5=[X+3Y +3/ €b/s,
Lo que implica que [X,Y] € b. O

Lema 4.3.5. Sea N X, R un grupo de Heintze. Entonces las coclases a izquierda del
subgrupo H, < N estdn siempre a distancia positiva (para una cuasi-métrica visual
parabolica).
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Demostracion. Observar que alcanza con probar que para todo z € N — H,, las coclases
H, v xH, estan a distancia positiva. Consideramos la sucesion

hi = b, bl ah?a.. .,

donde h**! es el normalizador de h*. Por el Lema 4.3.4 se tiene que las inclusiones
h? C h**! son estrictas a menos que h* = n. Como n es de dimensién finita se tiene que
existe k tal que h* = n.

Para cada i sean H* el subgrupo de Lie conexo de N asociados a hi. Se puede ver
que H'! es el normalizador de h’. Tomemos ahora z € N — H,. Sea j € {1,...,k} tal
que x € HY — H'71. Luego, por el Lema 4.3.3 se tiene que H'~! y x H'~1 son paralelas
y por lo tanto estdn a distancia positiva. Como H, C H'~!''y xH, C xH’~! entonces
las distancias entre H, y xH, es positiva. O]

Teorema 4.3.6. Sea F' : Ny X, R — Ny xg R una cuasi-isometria entre grupos de
Heintze puramente reales, ninguno de ellos de tipo Carnot. Supongamos que el menor
valor propio de o y el de 8 son iguales y tomemos o, y 03 dos cuasi-métricas visuales
parabolicas en N1 y No con respecto a a y B respectivamente. Si f = OF preserva el
infinito entonces su restriccion a N1 = 00X, f: (N1, 0a) = (Na, 03) €s un homeomor-
fismo bi-Lipschitz.

Demostracion. En virtud del Teorema 4.1.3, sélo debemos probar que (N1, 0,) y Na, 03,
junto con las coclases a izquierda de H, y de Hp definidas en 4.2.6 son (), L)-fibrados
cuasi-métricos. Acabamos de probar que las fibras estan a distancia positiva. Ademas
por el Lema 4.3.3, las paralelas no estan aisladas y que las que no lo son, estan a
distancia de Hausdorff infinita. Por otro lado, al restringir o, y 0p a las coclases a
izquierda de H, y Hg, nos quedan (%1, L)-snow-fake equivalentes a las distancias de

Carnot-Carathéodory en H, y Hp para algin L uniforme. m

Observar que si los grupos N; X, R y Ny x5 R fueran de tipo Carnot la prueba no
funcionaria ya que en ese caso sucederia H, = N; y Hg = Ns.

Corolario 4.3.7. En las hipdtesis del teorema anterior, si f lleva coclases a izquierda
de un subgrupo H, < N; en coclases de coclases a izquierda de un subgrupo Hg <

Ny, entonces f también lleva coclases a izquierda de N(H,) en coclases a izuierda de
N(Hz).

Demostracion. Supongamos que x,y € N estdn en la misma coclase a izquierda de
N(H,), luego zH e yH estan a distancia de Hausdorff finita. Como f es bi-Lipschitz
tenemos que f(xH,)y f(yH,) también lo estan. Luego, como estas son coclases a
izquierda de Hpg, se tiene que deben estar en la misma coclase a izquierda de N(Hp).
En particular f(z) y f(y) estdn en la misma coclase a izquierda de N(Hp). O
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4.4. Conjuntos de dimensién minima

En la Seccion 4.2 construimos un fibrado cuasi-métrico invariante por cuasi-isometrias
en el borde de un grupo de Heintze, lo que nos permitié probar que los mapas inducidos
en el borde por las cuasi-isometrias son bi-Lipschitz. Este fibrado esta constituido por
las coclases a izquieda del subgrupo notado por H;.

El Teorema 4.2.12 también nos da otros subgrupos cuyas coclases a izquierda son
invariantes por cuasi-isometrias, entre ellos estd el grupo llamado U;. En esta secciéon
haremos una prueba elemental de la invarianza de las coclases de U; asumiendo el
Teorema 4.3.6.

Para un espacio métrico (M, d) se tiene que todo conexo no degenerado tiene di-
mension de Hausdorff mayor o igual a 1. Como vimos en la Proposicion 2.1.6, si p es
una cuasi-métrica en M, sabemos que p es bi-Lipschitz equivalente a una métrica. Por
lo tanto, como para todo A C M se tiene que

Hdim(A
Hdim(A, p°) = M’
€

podemos afirmar que

do(M, o) = inf {Hdim(A, ¢) : A C N es un conjunto conexo no degenerado}  (4.3)

€S Imayor que cero.

Consideremos ahora N un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo y ¢ una
cuasi-métrica visual parabdlica asociada a una derivacion « con valores propios positi-
VoS A < ... < Ag.

Proposicién 4.4.1. Se cumple que do(N, 0) = ;.

Para probar esta proposiciéon vamos a reducir nuestro estudio al caso diagonalizable.

Lema 4.4.2. Sea « una derivacion en nw = Lie(N) y 0 y v su parte diagonalizable y su
parte nilpotente respectivamente. Entonces tanto v como § son derivaciones en n.

Demostracion. Consideremos
Vi={Xen:(a—\NIdJ)X =0y (a — NId)J’'X #0}.

Sea V; la suma directa de los V7, es decir, el espacio propio generalizado asociado a ;.

Vamos a probar primero que si A; + A\; = Ay, entonces
[‘/z‘l7 V;m] C @QSH—m—lV;cq'

Lo haremos por inducciéon en [ + m.
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Observamos que para [ +m = 2 es obvio. Supongamos ahora que se cumple para
r+p<l+m.

Tomemos X € V' e Y € V™. Luego

(= 2A)" X Y] = (@ — M) T2 ([aX, Y] + [X, aY] — M[X, Y] — N[X, Y)).
Supongamos que X = ;X +ZyaY = \Y+W con Z € ViTly W e ijfl, entonces
(X, Y]+ [X,aY] = N[X, Y] = N[X, Y] = [Z,Y]+ [X, W] € VL, V] + [V, Vi

Por hipétesis de induccién [V, V"] + VL V"] C @gcipm—2Vy!, v por lo tanto
(a — X)X, Y] = 0.

Lo anterior concluye que si A; + \; = A, entonces [V;, V;] = V.

Probemos ahora que si A;+A; no es un valor propio de a entoces [V;, V;] = 0. Nueva-
mente probamos por induccién que [V}, V"] = 0. Para [ +m = 2 es una cuenta sencilla
pues V! y le son subespacios propios. Supongamos que se cumple que [V, Vjp ]=0

parar +p <[ +m. Tomemos X € V! yY € V", y supongamos que aX = X + 72y
aY = \;Y +W, donde Z € ViFly Woe ij’l. Luego tenemos

aX, Y] =N+ )XY+ [Z,Y]+ [ X, W] =N+ \)[X, Y.

Lo que implica que [X,Y] = 0.

Si {X1,...,X,} es una base de Jordan para « (y por lo tanto diagonaliza ¢),
es sencillo probar que 0[X;, X;] = [0X;, X;] + [X;,0X]], lo que implica que ¢ es una
derivacion. Ademas como v = a — ¢, esta debe ser también una derivacion. O

Lema 4.4.3. Para todo subconjunto A de N, tenemos Hdim,, (A) = Hdim,,(A).

Demostracion. Consideramos en el espacio n@® R un producto interno ( , ) que induzca
buenas métricas Riemannianas ¢® v ¢ en N xo R vy N x5 R respectivamente. Notar
que para este producto interno los subespacios V; son ortogonales. Consideraremos
particularmente las cuasi-métricas o2 y o tal cual se definen en (3.2). Podemos hacer
esto porque la dimensién de Hausdorff es un invariante bi-Lipschitz. De todas formas,
para no cargar la notacién seguiremos llamaremos ¢ y ¢} a las cuasi-métricas elegidas.
Probaremos que para todo p > 1 existe una constante ¢ = c¢(u) > 1 tal que.

1 1
EQé(Iuy>H S Qa(x7y) S CQ5<x7y)”7 (44)

para todo z,y € N. Un calculo sencillo permite probar la tesis a partir de esta de-
sigualdad.

Primero comparemos las métricas Riemannianas en N x {t} para ¢ < 0 inducidas
por a y d. Observemos que ||v[|0 = |le ®v]|| v ||v]|* = |le~**v]|| para v € T,N, donde
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|v]|¢ = g?w)(v,()) y [vl[§ = 9{.(v,0). Fijemos v € TN, v =1 + ... +vg con v; € V.
Luego

le™ ]l = le™e®v]| < p(t)lle™v]l,
donde
_ [t
3
donde m es el indice de nilpotencia de vy K =max{L,||v|,..., ||v[|™"'}.

Fijemos p > 1. Como los subespacios V; son ortogonales tenemos

2 el = Zp ey e
=1

para t < 0 si C es suficientemente grande. La constante C' depende tinicamente de p y
Q.

Y

S i

Para probar la otra desigualdad, notar que
le*vlly = [le™e™vll, < p(t) [le™*v],

y por lo tanto

le~v]|; > p(t 1k

d
)72 [l ]y = Zp<t>*2e*
Z e 2#15/\

Aqui, al igual que antes, la desigualdad se cumple para t < 0 y la constante C' depende
solamente de p y la derivacion a.

5=z el
0T ¢

En conclusion, mostramos que para todo p > 1, existe una constante C' tal que
paratodot <0y v eT,N se tiene

&, < ey < € el

Como 9,5 = Q};/u Y 01/u5 = 0, se concluye (4.4) a partir de las anteriores desigualdades.

]

Demostracion la Proposicion 4.4.1. Por el Lema 4.4.3, podemos asumir que « es dia-
gonalizable. Primero probaremos por induccion en el indice de nilpotencia de N que

dO(Na Q) Z )\l-

Primero supongamos que N es abeliano, es decir N = R". Luego g es bi-Lipschitz
equivalente a la cuasi-métrica dada por

d
y) =l — willy
=1
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donde || ||o es la norma euclidea. Es sencillo probar que ¢ cumple con las condiciones
1,2y 3 de la Proposicién 3.3.3. En este caso es facil probar que dy(R", 9) = A; teniendo
en cuenta que las proyecciones p; : (R™, 0) — (V;, || ||o) son A;-Hélder y que las rectas
en V) tienen dimensién A;.

Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para todo grupo k-nilpotente, y sea
N un grupo k+ 1-nilpotente con k > 0. Llamemos Z al centro de N yseanw : N — N/Z
la proyeccion canénica. Dado un conjunto conexo no degenerado A C N, tenemos que
7m(A) un subconjunto conexo de N/Z. Como N/Z es a lo sumo k-nilpotente, si m(A)
es no degenerado, tenemos por hipdtesis de induccién que

A1 < Hdimg(7(A)) < Hdim,(A),

donde ¢ es la cuasi-métrica en N/Z inducida por g, y por el Lema 4.3.2, una cuasi-
métrica visual parabdlica asociada a & (la derivacién inducida por «). La segunda
desigualdad sale del hecho que 7 es 1-Lipschitz.

Sim(A) es un conjunto unitario, entonces A esta contenido en una coclase a izquierda
xZ para algin x € N. Recordemos que el centro 3 de n es a-invarante, luego podemos
restringir « a 3. Ademaés los valores propios de esta restriccion estan acotados por debajo
por A;. Como Z es abeliano, por hipétesis de induccién tenemos que Hdim(A) > ;.
Lo que termina esta parte de la prueba.

Ahora probaremos la desigualdad restante. Sean u, = Lie(V}) y U, < N su sub-
grupo asociado. Por definicion, U, X, R es un grupo de Heintze de tipo Carnot y
por lo tanto la restriccion de la cuasi-métrica visual parabdlica p a U, es bi-Lipschitz
equivalente a la cuasi-métrica snow-flake glc/c’\ ' donde pcc es la distancia de Carnot-
Carathéodory en U,. En particular, occ es una distancia geodésica, luego existen curvas
de dimensién uno. De aqui sale que do(N, 0) < Ap. O]

Observar que la prueba anterior implica ademés que el infimo en 4.3 es alcanzado.

Sean x e y dos puntos en N, definimos = ~; ¥y si son iguales o existe un conexo
A C N, con dimensién A\; que contiene ambos puntos. Es claro que las coclases a
izquierda de U, estan contenidas en las clases de equivalencia de ~;.

Lema 4.4.4. Las clases de equivalencia de ~1 coinciden con las coclases a izquierda

de U,.

Demostracion. Resta probar que las clases de equivalencia de ~; estan contenidas en
las coclases a izquieda de U,. Consideremos la cadena creciente de normalizadores

Ua:NoquﬂNQQ"',

donde N;.; es el normalizador de N;. Sea k tal que N, = N. Observar que su existencia
se debe a 4.3.4.

Sean z,y € N dos puntos diferentes en un conexo A con dimensién de Hausdorff A;.
Denotemos por m : N — N/Nj_; a la proyeccién canénica. Luego, como Ny_; contiene

71



a U, los valores propios de la derivacén &, inducida por « en n/n;_1, son estrictamente
mayores que A;. Si m(A) es no degenerado, por el Lema 4.4.1, tenemos

A1 < Hdim(7w(A)) < Hdim(A) = Ay,

lo que es una contradiccién. Luego 7(A) es un conjunto unitario y A esta contenido
en una coclase a izquierda de Nj_;. Argumentando por induccién, tenemos que A
esta contenido en una coclase a izquierda de U,. O

Como conclusion de esto, ya que los homeomorfismos bi-Lipschitz llevan conjuntos
de dimensién minima en conjuntos de dimensiéon minima, tenemos el siguiente corloario.

Corolario 4.4.5. Sean Ny y Ny dos grupos de Lie nilpotentes y o y 8 derivaciones en
ny = Lie(NVy) y ny = Lie(Ny) con valores propios positivos. Sean g, Yy 05 cuasi-métricas
visuales parabdlicas en Ny y Na, asociadas a « y [ respectivamente. Si f : (N1, 0a) —
(N2, 0p) es un homeomorfismo bi-Lipschitz, entonces los menores valores propios de «
y B coinciden y f lleva coclases a izquierda de U, en coclases a izquieda de Ug.
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Capitulo 5

Algunos Invariantes Algebraicos

5.1. Invarianza del polinémio caracteristico

En esta seccién probaremos el Teorema 1.0.6. Como podra observarse, la prueba
resulta sencilla a partir de lo visto en el capitulo anterior. Luego utilizaremos dicho
resultado y lo visto en los capitulos anteriores para clasificar a menos de cuasi-isometrias
los grupos de Heintze de dimensién 3.

5.1.1. Prueba del primer resultado

Consideramos dos grupos de Heintze puramente reales G; = N; X, R y Gy =
Ny x5 R. Como ser de tipo Carnot es invariante por cuasi-isometrias por el Corolario
4.2.13 y este caso estd resuelto (ver Corolario 3.4.9), podemos suponer que tanto G
como (G5 no son de tipo Carnot.

Como multiplicar o y 3 por constantes no cambia la clase de cuasi-isometria de
G171y Ga, podemos suponer ademas que ambas derivaciones tienen en comun el menor
valor propio.

Sean g, y 03 dos cuasi-métricas visuales parabdlicas en Ny y N, asociadas a a 'y 3
respectivamente. Supongamos que F': G; — (G5 es una cuasi-isometria que preserva el
infinito y notemos f = dF. Por el Teorema 4.3.6 sabemos que f : (N1, 0o) — (N2, 05)
es un homomorfismo bi-Lipschitz. Luego el Teorema 1.0.6 se deduce del siguiente lema.

Lema 5.1.1. Sean Ny y Ny dos grupos de Lie nilpotentes simplemente conexos con
dlgebras de Lie ny y ny. Consideremos o € Der(ny) y B € Der(ny) con valores propios
positivos. Si f 1 (N1, 04) — (N2, 0p) es un homeomorfismo bi-Lipschitz, entonces a y
B tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion. Sean b, y hs las subalgebras de Lie definidas en 4.2.6, y H, < Ny y
Hpg < N, los correspondientes subgrupos de Lie conexos.
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Por el Teorema 4.2.12, las coclases a izquierda de H, son llevadas por f en coclases
a izquierda de Hg. Consideremos entonces la sucesién de normalizadores
_ (0% « (0%
H,=Hj<H{<H...

donde H7 , es el normalizador de H* y

ba = by <bT ab3 ...
las correspondientes dlgebras de Lie. De la misma forma se definen H;-B y hf . Notar que
existen ky y ko tal que H = Ny y Hi = Ny (recordar el Lema 4.3.4).
Por el Teorema 4.2.12, sabemos que las coclases a izquierda de H}' se mapean en
coclases a izquierda de H f para todo j. Esto implica que k; = ko = k.
Vamos a probar por induccién en la dimensién n de los grupos Ny y Ns. El caso
n = 1 es trivial, ya que, en virtud del Lema 4.4.1, las derivaciones o y 8 deben ser

homotecias de la misma razén para que f sea bi-Lipschitz. Supongamos ahora que el
lema es verdadero para dimensiones estrictamente menores que n.

Componiendo f con una traslacion si es necesiario, podemos asumir que el subgrupo
H} | es mapeado en H,ffl. Como ya vimos en el Lema 3.3.9, la restriccion de o, a Hy" |
es una cuasi-métrica visual parabdlica para la derivacién Oé‘hgil. Lo mismo pasa para

la restriccién de gz a Hy_,. Como dim(HY |) = dim(H]_,) < n, luego alop v Bl
- k—1

tienen el mismo polinomio caracteristico, es decir que paj,.  =Dpp| , -
k-1 br1

Por otro lado, por el Lema 4.3.2, las cuasi-métricas inducidas por o, y gs en
Ni/HY |y Ng/H,fﬁl, a las que llamamos g, y 0s respectivamente, son cuasi-métri-
cas visuales parabdlicas asociadas a @ € Der(ny/h¢_,) y @ € Der(ny/b?_,) (definidas
como en 4.2). El homeomorfismo f induce un mapa bi-Lipschitz

f1 (N1/H_y, 0a) = (N2/Hif—1>§5)-

Luego por hipotesis de induccién, & y B tienen los mismos polinomios caracteristicos,
es decir, ps = pg. Para concluir tenemos que po = paPaja = PsPpl , = Pp- O
k-1 by

5.1.2. Aplicacion: Clasificacion de grupos de Heintze de di-
mension 3

Lo que sigue fue probado en general por Xie en [Xiel4]. Aqui lo obtendremos facil-
mente como aplicacién de lo visto hasta ahora.

Tomemos n un algebra de Lie nilpotente de dimensién 2. Sabemos que el centro
3 ={X €n:[X,n] =0} esno trival, supongamos que tiene dimensién 1y estd generado
por Z. Tomemos ahora una base {X, Z} y calculemos el corchete de dos elementos
cualesquiera de n:

[V.W] =[aX +bZ,cX +dZ] = ac]X, X]| + ad[ X, Z] + be|Z, X| + bd[Z, Z] = O
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Es decir que n es abeliana y por lo tanto también lo es el correspondiente grupo de
Lie conexo N. Por otro lado sabemos que el inico grupo de Lie abeliano simplemente
conexos de dimensién 2 es R2. Nos disponemos entonces a clasificar a menos de cuasi-
isometrias los grupos de Heintze de la forma R? x, R.

Primero observemos que cualquier isomorfismo lineal de R? en R? es un automorfis-
mo y que cualquier transformacion lineal es una derivacién. Luego, por la Proposicion
3.1.4, si dos derivaciones a y 3 en R? tienen la misma forma de Jordan a menos de
una homotecia, entonces los grupos R? x, R y R? x5 R son isomorfos y luego cuasi-
isométricos. Notar que esto es cierto si ponemos R™ en lugar de R2.

Por lo tanto todo grupo de Heintze de dimensién 3 es cuasi-isométrico a uno deter-
minado por una de las siguientes derivaciones:

[:<(1) ?),a:((l) 1),5,\:((1) g),con)\>1. (5.1)

Observemos primero que R? x; R y R? x, R no pueden ser cuasi-isométricos porque
los subgrupos Hy y H,, tienen dimensién diferente (dim(H;) = 2 y dim(H,) = 1). Ob-
servando los polinomios caracteristicos de las derivaciones listadas podemos distinguir
los grupos R? x; R y R? x, R de los R? x5, R, que a su vez se distinguen entre ellos
por el mismo principio. En conclusién tenemos que los grupos de Heintze de dimension
tres quedan caracterizados por las derivaciones (5.1).

Enunciamos a continuacion el teorema general. Una posible prueba del mismo con-
siste en aplicar un argumento similar al que desarrollaremos en la préxima seccion.

Teorema 5.1.2 (Xie). SiR"” X, R y R" x3R son grupos de Heintze puramente reales
cuasi-isométricos, entonces existe X > 0 tal que A y [ tienen la misma forma de
Jordan y por lo tanto son isomorfos.

5.2. El caso Heinsenberg

Consideremos K, el grupo de Heisenberg de dimensiéon 2n + 1. Notaremos &, a
su algebra de Lie. Diremos también que €, es un algebra de Heisenberg de dimension
2n + 1. Estas dlgebras admiten una descripcion particular, lo que nos hara mas facil su
estudio.

Proposicién 5.2.1. Existe una base B = {Xy,...,Xp, Y1,...,Y,, Z} de &, (a la que
llamaremos base candnica) que cumple:

1. Z genera el centro de &,.
2. X5, X;] = [Y3,Y;] =0 para todo i,j € {1,...,n}.
3. (X3, Y;| = Z para todo i y [X;,Y;] =0 sii #j.
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Demostracion. Definimos los elementos de B de forma tal que

1 e 0O 1 0 O 1 0 1
exp(X;)=| 0 I, 0 |, exp(Yo)=| 0 [, & | yexp(Z)=| 0 I, O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Donde e; es el i-ésimo elemento de la base canonica de R”. Es claro que es una base
puesto que es la imagen por exp~! de un generador del grupo y tiene 2n + 1 elementos.

El elemento Z esta en el centro porque su imagen por exp lo esta. Es sencillo probar
que la dimensién del centro de K, es 1, luego Z debe generar el centro de €,. Ademas el
grupo K, es 2-nilpotente, luego también lo es su algebra de Lie, por lo que si X,Y € ¢,
se tiene que existe A € R tal que [X,Y] = \Z.

Es fécil verificar que exp(X;) conmuta con exp(X;) para todo par 4, j, que exp(Y;)
conmuta con exp(Y;) para todo par 4,j y que exp(X;) conmuta con exp(Y;) si i # j.
Luego usando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff se ve que B cumple el punto 2
y que [X;,Y;] = 0sii# j. Es claro ademds que [X;, Y;] # 0, porque de otro modo X e
Y; estarfan en el centro. Luego [X;,Y;] = \;Z con \; # 0, por lo que multiplicando los
X;olosY;, por A\ ! si es necesario obtenemos la base deseada. O

Ya sabemos que si K, X, R es cuasi-isométrico a K, XgR, entonces ambas deriva-
ciones v y 3 tienen la misma cantidad de valores propios. Nuestro segundo resultado
serd probado por induccion en dicha cantidad d. Para esto sera necesario probar un par
de casos que sirvan de bases para la induccién, especificamente d = 2 y d = 3, puesto
que d = 1 corresponde al caso tipo Carnot. El primer caso sera probado en una clase
mas grande de grupos de Lie. Procedamos a su definicion.

Definicién 5.2.2. Decimos que un algebra de Lie nilpotente es de clase C si es de la
forma ¢, @R conp >0y n > 0.

Observemos que esta es una clase de algebras de Lie 2-nilpotentes cuyas algebras
derivadas tienen dimensién menor o igual a 1.

Sea n € C no abeliana. Notar que si £ es una subalgebra de n que no contiene
la derivada n’ = [n,n], entonces el normalizador de n coincide con su centralizador.
Ademaés, sin=V @&n’ y £ C V, entonces

NE) = NENV) @

5.2.1. Derivaciones en algebras de C

Consideremos n un algebra de Lie en C y « una derivacién en n con valores propios
0 < A <...< )4 Fijemos una base de Jordan

{(Xh:1<i<d1<r<n,1<k<mg}
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de n asociada a «, donde n; indica el niimeros de sub-bloques de Jordan asociados a \;
y m;. es el tamano del r-ésimo sub-bloque asociado a dicho valor propio. Supongamos
ademds que m;; > M > ... > My, para todo ¢ y notemos m; = m;;. Cuando sea
necesario escribiremos ms.

Observemos que los elementos de la forma X} son los vectores propios de « y que
para todo k > 1 se tiene a(XF) = N, XF + X! Llamemos como antes V3, ..., V; a los
espacios propios generalizados asociados a a. Es claro que V; = Span{XF : 1 <r <
ni, 1 <k < my}. Ademds notemos que si n no es abeliana, entonces n’ es generada por
un vector propio asociado a A, para algun p.

A continuacién probaremos un par de lemas que seran de utilidad en la prueba del
caso d = 2.

Lema 5.2.3. 5i [XZ%n,XJLS] # 0, entonces | = mjs. En particular, si dos valores propios
satisfacen [ X

iy X[ # 0, entonces my, = my, = 1.
Demostracion. Si mjs = 1 no hay nada que probar, por lo tanto podemos asumir que
mjs > 1. Como [X]., X!,] # 0, se debe cumplir \; + A; = A, (ver la prueba del Lema

)

4.4.2). Para [ > 1 se tiene

M [Xon XL = a [ X5, XL ] = [a X0, X5 ]+ [Xh a X))

) r? ) )

=\ [Xl X]ls] + )\j [Xl X]ls} + [Xl legl]

) ) )

=X [ X0, X0+ [ X0, X

)

Luego [X}., X1, = 0 para todo I < my,. O

)

Lema 5.2.4. 5i [X%«,X;st] # 0 y mi > mjs, entonces mjs = my,.
Demostracion. Si m;s = 1, la tesis sale directamente del Lema 5.2.3. Luego podemos
asumir que m;s > 1. Sean k,l > 1 y supongamos que [X}T,X;Zﬂ = (0. Como antes, se
tiene que A\; + A; = A,. Luego

r?

XG] 4 [0 XG0+ (X G

A [XE XL] = a [XE, X.] = [axE,

=N [XE, XL]+ N [ X2

=X [XP, X+ [ X5, X + (X5 XL

XL+ [XE a X!,

Esto implica que [Xﬁ,_l,X]l-s} =— [Xf‘;, le»s_l}. Si mj, > mjs, tenemos
0# [X;, X;°] = - [X? Xf””‘l} == (=) X X

i) “rgs

Por el Lema 5.2.3, esto implica que m;, = mj,. O
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5.2.2. Prueba del segundo resultado

Sean ny y ny dos algebras de Lie en C y a y 3 dos derivaciones en ny y n, con valores
propios positivos iguales A\; < ... < A;. Consideramos

m=Vie..eVyyn=W,... W

las descomposiciones en espacios propios generalizados asociadas a « y [ respectiva-
mente. Llamaremos N; y N; a los grupos de Lie conexos correspondientes a ny y ny. De
aqui en adelante trabajaremos con estas hipétesis junto con otras que iremos agregando
cuando sea pertinente.

Lema 5.2.5. Supongamos que eziste un homeomorfismo bi-Lipschitz f : (Ny, 0a) —
(N2, 05), donde o and (3 tienen dos valores propios y dim Vy = dim Wy = 1. Luego « y
B tienen la misma forma de Jordan.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.12, el tamano maximo de los sub-bloques asociados
al menor valor propio es un invariante por cuasi-simetrias. Luego m§ = mf = m.
Probaremos la tesis por inducciéon en m.

Si m = 1, entonces tanto o como [ son diagonalizables. En este caso el polinomio
caracteristeico determina la forma de Jordan.

Supongamos que m > 1y que el lema es cierto cuando el tamano maximo de los
sub-bloques asociados a A; es menor que m. Como dijimos anteriormente, las algebras
derivadas n} y n}, (si no son triviales) estan contenidas en espacios propios que en este
caso deben ser V5 y Wa.

Notar que los Lemas 5.2.3 y 5.2.4 implican
ker(ao — A )™t € N(h) NV, C VA

Luego podemos elegir {X£};,, una base de Jordan de n; con respecto a «, donde
XT1, Xi5, -+, X7 estén en M(h,) y

Span{X{}, X13,- -+, X[t } @ ker ((w — MI)™ ") = N(ba) N V4.
De la misma forma podemos elegir una base de Jordan {Y}*}, ., de ny para 3. Tenemos

G = dim (N(h,) N V1) — dimker(ar — A )™
qs = dim (MN(hz) N Wy) — dimker(8 — A\ )™ 1.

Por los Lemas 5.2.3 y 5.2.4, las dlgebras de Lie b, y hs son abelianas y sus dimensiones
son

dim b, = nimero de \;-sub-bloques maximales de «;

dim hg = ntimero de A;-sub-bloques maximales de (.
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Componiendo con una traslacion a izquierda si es necesario podemos asumir que f
lleva H, en Hg. Luego dim(h,) = dim(hg) =ay

dimker(a — A\ 1)™ ! = dimker(8 — M\ )™ ! = dim V] — a.
Por el Coroloario 4.3.7, f lleva N(H,) en N(Hg) y como
N(ha) = (Nba) N V1) @ Vay Nhs) = (N(hs) N W) © W,

tenemos dim (91(h,) N V1) = dim (91(hz) N W4) v por lo tanto g, = g5 = ¢.

El mapa f induce un mapa bi-Lipschitz entre N(H,)/H, y N(Hg)/Hg, donde
los cocientes estan equipados con las cuasi métricas g, y 0g, inducidas por g, y 03
respectivamente.

Observar que las dlgebras M(h,)/ba v 9(hs)/bs son isomorfas a las subalgebras

my = Span{ X} : (i,r, k) # (1,5,m) con s > qy (i,7, k) # (1,s,1) con my, = m};
my = Span{Y;t : (i,7,k) # (1,5,m) con s > q y (i,r,k) # (1,5,1) con my, = m}

respectivamente. Como & = |y, y B = [|m, se corresponden a las derivaciones induci-
das en el cociente por a and 3 respectivamente, tenemos que g, and g son cuasi-métri-
cas visuales parabdlicas en m; y my inducidas por a y B . Notar que los sub-bloques de
Jordan de estas derivaciones tienen tamano menor a m.

Ahora tomemos el homeomorfismo bi-Lipschitz
f: (N(Ha)/Ha, 80) = (N(Hg)/Hg, 05),

inducido por f en el cociente, donde los grupos N(H,)/H. y N(Hpg)/Hg tienen su
algebra de Lie en C. Usando la hipdtesis de induccién tenemos que & y [ tienen la
misma forma de Jordan.

Podemos recuperar la forma de Jordan de « a partir de & eligiendo ¢ A;-sub-bloques
de tamano m — 1 de & y agregandoles una columna, y eligiendo a — ¢ A\;-sub-bloques
de tamano m — 2 y agregandoles dos columnas. Lo mismo sucede para 3. Esto muestra
que « y [ tienen la misma forma de Jordan y completa la prueba. O]

Para el siguiente caso nos restringiremos a las algebras de Heisenberg.

Lema 5.2.6. Supongamos que d = 3. Sea f : (K, 0a) = (K, 05) un homeomorfismo
bi-Lipschitz. Luego o y 3 tienen la misma forma de Jordan.

Demostracion. Por el Corolario 4.4.5, f lleva coclases a izquierda de U, en coclases a
izquierda de Uz. Componiendo f con una traslacién a izquierda si es necesario podemos
asumir f(U,) = Ug. Luego tenemos un mapa bi-Lipschitz entre (Ua, 0aly, ) ¥ (Us, 01w, )-
Como estos grupos son abelianos, por el Teorema 5.1.2 tenemos que «aly, v Blw, tienen
la misma forma de Jordan.
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Es facil ver que (V) = Vi@V y N(W,) = Wi & Ws. Luego €, /MN(V1) y &,/N(WH)
son isomorfas a V5 y Wy respectivamente, y por lo tanto abelianas. Las cuasi-métricas
inducidas en estos cocientes por g, y 03 son, vistas en V, y W, cuasi-métricas visuales
parabdlicas asociadas a aly, y 5|w,. Luego f induce un homeomorfismo bi-Lipschitz

f: (Ka/N(Ua), 0a) = (Ka/N(Us), 05),

lo que implica que a|y, v B|w, tienen la misma forma de Jordan. Esto nos permite
concluir que a y 3 tienen la misma forma de Jordan. O

Ahora vamos a probar el segundo resultado. Para esto supongamos que tenemos
una cusi-isometria entre grupos de Heintze F' : K, X, R — K, xg R. Multiplicando
£ por un real positivo, en caso de que sea necesario, podemos suponer que ambas
derivaciones tienen los mismos valores propios.

Hay dos hechos que salen directamente de nuestro trabajo anterior:

(a) ay [ tienen los mismos valores propios A\; < ... < A4.

(b) Existe un homeomorfismo bi-Lipschitz f : (K, 0a) = (K., 03). Donde 0, y 05
son dos cuasi-métricas visuales parabdlicas en K, asociadas a a y (8 respectiva-
mente.

Asumimos entonces la notacion del comienzo de la seccién. Probaremos por induccion
en d que (a) y (b) implican que « y [ tienen la misma forma de Jordan.

Los Lemas 5.2.5 y 5.2.6 son los casos bases de nuestra induccién. Supongamos que el
resultado es cierto para d’ < d y que d es mayor que 3. Por el Corolario 4.4.5, podemos
asumir que f lleva U, en Ug. Como en 5.2.6, sabemos que aly, y B|w, tienen la misma
forma de Jordan.

Observar que N(V1) = D,y Vi vy NW1) = D, .4 Wi- Ademds, podemos iden-
tificar los cocientes

NV)/Vi= P Viynm)/wi=  w.
i#1,d—1 i#1,d—1

Luego tenemos que f lleva N(U,) en N(Ugz), y por lo tanto induce un mapa bi-Lipschitz
f i N(Ua)/Ua, = N(Us) /U,

con las cuasi-métrias inducidas por a|n (V1) y Blnw,) respectivamente, a las que llama-

remos @ y 3. Estos cocientes son grupos de Heisenberg y las derivaciones consideradas
tienen menos valores propios que d. Luego & y [ tienen la misma forma de Jordan.

Finalmente, usando que f induce un homeomorfismo bi-Lipschitz entre los gru-
pos abelianos K,,/N(U,) y K,/N(Us), por el Teorema 5.1.2, tenemos que aly, , y
Blw, , tienen la misma forma de Jordan. La prueba se completa al observar que

Pa = Pa|ViPaPa|Vy = PaWiPEPBIW.—1 = Pp-
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5.2.3. Un ejemplo

En el caso de que las derivaciones o y [ sean diagonalizables puede verse que si
tienen la misma forma diagonal, entonces los grupos K,, X, R y K, x5 R son isomorfos
(ver [Xielb]). Esto no es cierto en general. Mostrémoslo con un ejmplo.

Consideremos en £, una base candnica ordenada B = {X1,Y], Xs, Y3, Z}, donde
[X1,Y1] = [X2,Ys] = Z y el resto de los corchetes dan cero. Sean 'y 8 dos derivaciones
cuyas matrices asociadas en la base B estan dadas por

11 1 -1

o= 11 and § = 1

Se comprueba facilmente que estas derivaciones tienen la misma forma de Jordan,
la segunda se alcanza con la base {—X1, Xo, Y5, Y1 }.

Supongamos que existe un isomorfismo ¢ : €5 3, R — £ X3 R. Como £, es la
derivada de ambos grupos, entonces ¢ induce un isomorfismo v : € — € para el
que 3 = Span(Z) es fijo, por lo que existe A # 0 tal que y(Z) = AZ. Pongamos
¢(1) = Xo + to, donde 1 = (0,1) € & %, R, to € Ry X,y € &. Sabemos que ty # 0
porque si no ¢ no seria sobreyectivo. Luego para todo X € £ tenemos

¢([1, X]) = [6(1),7(X)] = [Xo, 7(X)] + [to, v(X)] = adx,(X) + tof7(X).

Por otro lado ¢([1, X]) = ¢a(X) = va(X). Es decir que adx,y + toy = ya, y por lo
tanto
tof = yay ™t — adx,.

Consideremos ahora en £, las formas cuadréticas Q. (X) = ([a(X), X], Z) y Qs(X) =
([B(X), X], Z). Vamos a observar primero que son equivalentes a menos de un multiplo
escalar:

Qs(X) = ([B(X). X]. Z) = %(hav‘l ~ adxy(X), X], 2)

1 _ _ 1 A _
= %W[OW HX) X)L Z) — %Q[Xo,X]aX],@ = %Qa(v H(X)).
Sin embargo las signaturas de @, y Qp son (3,2,0) y (3,1,1) respectivamente, lo que
es una contradiccién.

El ejemplo anterior nos dice que los grupos K, X, R y K, xgR no son isomorfos. Sin
embargo la pregunta de si son cuasi-isométricos o no sigue abierta. Una posible idea
seria estudiar si las formas cuadraticas asociadas a las derivaciones, que vimos que nos
dan un invariante de isomorfismo, pueden brindarnos un invariante de cuasi-isometria.
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